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Resumen

El problema principal en que este trabajo de tesis se ocupa, es determinar las cargas
inerciales que causan el efecto giroscopico en los aerogeneradores y determinar como in-
fluyen dichas cargas en la deflexion de los dlabes.

Se presenta una metodologia explicita de disefio de dlabes para aerogeneradores de
eje horizontal, se aplica dicha metodologia para disefiar el dlabe de un aerogenerador
de 10 kW de potencia. Se determinan las cargas aerodindmicas del dlabe disefiado para
velocidades de viento de 3m/s, 11m/s y 18m/s. Enseguida, se modela la deflexién del
alabe considerando que éste presenta una variacion de cuerda y rigidez a lo largo de su eje
longitudinal, para tal hecho se divide el dlabe en secciones y se considera a cada seccion
como elementos finitos de viga, posteriormente se realiza una formulacién de elementos
finitos el cual representa un modelo aproximado del dlabe.

Se aborda el modelado cinemadtico del aerogenerador. Para ello, se emplea el método
de Denavit-Hartenberg mediante el cual se obtiene el modelo cinematico que describe la
posicion de la punta del dlabe. Se hace uso del vector axial para obtener las derivadas pri-
mera y segunda de dicho modelo de posicion con los cuales se determina la velocidad y
aceleracion lineal del mecanismo. Para determinar la evolucion de la posicion, velocidad
y aceleracion en las juntas articulares de dicho mecanismo se realiza la planeacion de tra-
yectoria del espacio articular considerando condiciones iniciales, intermedias y finales de
recorrido tal que permitan movimientos suaves desde su arranque hasta el final utilizando-
se para ello funciones polinomiales. Para el caso especifico del rotor edlico la planeacién
de trayectoria toma en cuenta la trayectoria que permite extraer la potencia maxima de
éste el cual estd en funcion de la velocidad especifica de disefio y la velocidad del viento.
Para planear la trayectoria mas 6ptima de la géndola se emplea un polinomio de séptimo
grado el cual permite introducir un pardmetro adimensional que esta relacionado con la
eficiencia de la trayectoria e imponiendo condiciones de inicio y fin de recorrido se halla
los modelos que permite la reorientacion de éste en funcion de la direccion del viento.

Se aborda el modelado dindmico del aerogenerador. Aplicando la dindmica de La-
grange se determinan los torques requeridos en las juntas articulares tal que satisfagan la
cinemadtica del aerogenerador y aplicando las ecuaciones dindmicas de Newton-Euler se
determinan las cargas inducidas en la raiz del dlabe. En especial se determinan las cargas
inducidas en el dlabe que provocan la deflexion del dlabe fuera del plano rotor el cual se
debe al efecto giroscopico. Se determina la deflexion del dlabe considerando la sumatoria
de fuerzas aerodinamicas con fuerzas giroscopicas inducidas y se realiza una comparacion
con la deflexion obtenida considerando exclusivamente fuerzas aerodindmicas.
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Capitulo 1

Introduccion

La energia edlica es fuente de energia proveniente del viento, ésta se regenera de ma-
nera natural y no produce gases de efecto invernadero ni emisiones contaminantes, por
tanto, se considera que es fuente de energia limpia e inagotable, tales caracteristicas ha-
cen que la energia edlica sea considerada una de las fuentes de energia del futuro. México
incursion en la industria edlica en el afio 1994 y para el afio 2018 contaba con 4, 199 MW
de capacidad instalada y un total de 45 centrales edlicas distribuidas en 13 estados de la
Republica Mexicana. Se estima que México cuenta con un potencial edlico aprovechable
a corto plazo de 15M W. Por otro lado, en 2017 la industria edlica experimento un incre-
mento de 10 % de capacidad instalada en el mundo respecto al afio anterior, por lo que se
espera que este tipo de tecnologia siga teniendo un crecimiento a nivel nacional y global.

Uno de los componentes principales de la tecnologia edlica es el aerogenerador, este
es un dispositivo que transforma la energia cinética del viento en electricidad. Los aeroge-
neradores se clasifican de acuerdo a la posicion del eje del rotor respecto a la direccion del
viento en, aerogeneradores de eje vertical y de eje horizontal, estos dltimos experimentan
su maxima captacion de energia cuando el rotor es perpendicular a la direccién predomi-
nante de viento y debido a que el viento cambia constantemente de direccion cuentan con
un sistema de orientacion que le permite orientar la géndola durante los cambios de direc-
cion del viento. Por otro lado, debido la naturaleza fluctuante y rafagosidad del viento es
dificil controlar la potencia de salida, por lo que puede presentarse el caso que la potencia
de salida sea superior a la potencia del generador eléctrico, este problema se soluciona
implementando un sistema de control activo que permite controlar el dangulo de paso de
los alabes.

Durante el funcionamiento de un aerogenerador de eje horizontal, en su constante
movimiento de reorientacion, se induce un fenémeno conocido como efecto giroscépico,
este fendmeno se induce en todo cuerpo que presente movimiento giratorio en al menos
dos de sus ejes principales, en el caso de los aerogeneradores, este fendmeno es causado
por los movimientos giratorios simultdneos correspondientes al giro del rotor y orienta-
cién de la géndola. Los trabajos realizados hasta el momento sobre este fendmeno en
aerogeneradores de baja potencia se han enfocado en los de control pasivo y no existen
suficientes investigaciones para los de control activo [1], por tanto este drea es un nicho
de investigacion.




1.1 Estado del arte

De los trabajos existentes que se relacionan con el tema de investigacion, se puede
mencionar los siguientes. Younsi et al. [2], en 2001 presentan un modelo basado en la
teorfa de vigas tridimensionales, consideran que el dlabe tiene secciones variables del
perfil aerodindmico tipo NACA 4415, consideran efectos de membrana, efecto cortante
transversal, flexion y torsion libre, después aplican cargas aerodindmicas (fuerza axial,
tangencial y momento aerodindmico) y determinan el desempefio estatico y dindmico del
alabe, realizan una validacion de resultados comparando éstos con resultados experimen-
tales y resultados numéricos obtenidos mediante un cédigo CFD.

Hamdi et al. [3], en 2007 emplean el método de elemento finito para determinar la in-
fluencia del efecto giroscépico en el desempeiio dindmico de un dlabe de 5m de longitud
de un aerogenerador de eje horizontal. Primeramente emplean el método del momentum
del elemento del dlabe para determinar la fuerzas aerodindmicas aplicadas en el dlabe
dependiendo de la velocidad del viento. Después determinan una formulacién matricial
de las ecuaciones de movimiento del dlabe tomando en cuenta una formulacion no lineal,
determinan la matriz de rigidez, la rigidez geométrica, matriz de masa y matriz de acopla-
miento giroscopico y simulan la respuesta dindmica del dlabe bajo la accion de su propio
peso y cargas aerodindmicas.

Hamdi et al. [4], en 2014 presentan un estudio de la dindmica del dlabe de un aeroge-
nerador de eje horizontal que esta sujeto a cargas aerodindmicas, centrifugas, gravitatorias
y giroscOpicas. Consideran un dlabe de 5m de longitud el cual tiene una seccion trans-
versal variable y estd compuesto con un material homogéneo e isotropico. El alabe es
dividido en 12 elementos de seccidn transversal constante y posteriormente usando el
método de elementos finitos son ensamblados y constituyen un modelo aproximado del
alabe. Determina la matriz de rigidez, de masa y matriz de acoplamiento giroscopico pos-
teriormente resuelven el sistema de ecuaciones lineales de movimiento del dlabe y calcula
la respuesta estética y dindmica.

Hamdi et al. [S], presentan un modelo de elementos finitos del dlabe de aerogenera-
dor para una gran deformacion eldstica sometida a las cargas aerodindmicas, centrifugas,
giroscopicas y de gravedad. Las cargas giroscopicas aplicadas al dlabe son inducidas por
su vibracion y rotacion simultdaneas. El modelo de viga de elementos finitos propuesto se
basa en un método de interpolacion simplex y estd destinado principalmente al anélisis
numérico de la vibracion de las palas de viento en grandes deformaciones elésticas. Para
ello, la teoria de las vigas cortas y el método de elementos finitos se combinan para desa-
rrollar el sistema de ecuaciones algebraicas que gobierna el movimiento tridimensional de
la vibracion del alabe. La deformacion estatica del dlabe determinada se evalua mediante
un software adecuado utilizando un modelo sélido de elementos finitos para mostrar la
efectividad de los resultados obtenidos. Para simular la respuesta dindmica no lineal del
alabe, se aplica el esquema predictivo-corrector de Newmark y se aprueba la estabilidad
del proceso numérico durante un gran tiempo de funcionamiento de la pala. Finalmente,
se analiza la influencia de la rigidez geométrica modificada sobre las amplitudes y fre-

2



cuencias de la vibracién del dlabe inducida por la excitacion sinusoidal de la gravedad.

Realizando un andlisis de los articulos anteriores se puede comentar lo siguiente, del
articulo publicado por Younsi et al. [2], los autores determinan la respuesta estatica y
dindmica de un édlabe de aerogenerador considerando efectos de membrana, efecto cor-
tante transversal, flexion y torsion, considerando cargas aerodindmicas y centrifugas, sin
embargo, no se consideran cargas gravitatorias ni cargas giroscopicas.

Del articulo publicado por Hamdi et al. [3], los autores modelan la respuesta estatica
y dindmica del dlabe de un aerogenerador, modelan el dlabe mediante una formulacion de
elemento finitos considerando una deformacion lineal para la deformacion axial, transver-
sal y torsional mediante una formulacidn isoparamétrica simple, sin embargo no presenta
una validacion de sus resultados.

Del articulo publicado por Hamdi et al. [4] los autores realizan un modelado de la
respuesta estatica y dindmica de un alabe de 5 metros de longitud, considerando cargas
aerodindmicas, giroscopicas y del propio peso del dlabe, realizan una formulacién del
alabe via una formulacién isoparamétrica simple. Hallan la matriz de rigidez, matriz gi-
roscopica y matriz de masa, y posteriormente hallan la respuesta estatica y dindmica del
sistema, sin embargo, los autores no presentan una validacion de sus resultados.

Del articulo publicado por Hamdi et al. [5], los autores presentan el modelado de un
alabe de aerogenerador mediante elementos finitos de viga considerando grandes defor-
maciones, el dlabe se somete a cargas aerodindmicas, centrifugas, giroscopicas y gravita-
torias, se considera deformacion axial, transversal y torsional, se halla la respuesta estatica
y dindmica del dlabe, sin embargo los autores especifican que las cargas giroscopicas con-
sideradas son debidas a la vibracion del dlabe y a la rotacion simultdnea del mismo, por
lo que no se consideran las cargas giroscopicas inducidas por la rotacion del rotor y giro
de la géndola simultdneamente.

1.2 Planteamiento del problema

Durante el funcionamiento de un aerogenerador ocurre un fenémeno conocido efecto
giroscopico. Este fendmeno induce una fuerza alterna aplicada en el dlabe que genera una
torsion de baja amplitud constante en el aleteo fuera del plano del rotor que irrumpe en
el flujo de aire alrededor del perfil produciendo ruido [4], dichos movimientos ciclicos
dependen del lapso de tiempo de orientacion de la gondola y pueden llegar a exceder los
parametros de disefo, dicho fendmeno no debe despreciarse y los efectos deben ser con-
siderados durante el disefio del dlabe ya que estas cargas pueden ocasionar dafios perma-
nentes en el dlabe. Las variables que mds influyen en la magnitud del efecto giroscépico
son la velocidad angular de orientacién de la géndola 6, y giro del rotor 05. El presente
estudio permitird conocer como influyen estas variables en la deflexion de los dlabes y
permitird responder la siguiente pregunta. Dado, las caracteristicas mecdnicas, geométri-
cas y operacionales del rotor edlico, ;cudles son las velocidades angulares del rotor 0, y
orientacion de la géndola 05 més optimos, que permita mantener la deflexion de los dlabes
en un rango permisible de operacion y que la captacion de la energia sea maxima, para un
aerogenerador de eje horizontal de baja potencia?.




1.3 Objetivos

1.3.1 Objetivo general

Dadas las caracteristicas mecdnicas, geométricas y operacionales del rotor edlico, de-
terminar los perfiles 6ptimos de velocidad angular del rotor 0, y de orientacion de la
gbéndola 6, mediante una modelacién matematica que permita maximizar la captacion de
energia edlica y que la deflexion de los dlabes se mantengan en un rango permisible de
operacion para un aerogenerador de baja potencia de control activo.

1.3.2 Objetivos especificos

1. Dadas las caracteristicas de viento de la region del Istmo de Tehuantepec y las
especificaciones de disefio del rotor edlico, disefiar un 4labe para un aerogenerador
de 10 KW de potencia de eje horizontal.

2. Realizar a través de modelos matematicos la determinacidén de las deflexiones de
los alabes del aerogenerador debido a cargas aerodindmicas.

3. Determinar los modelos cinematicos correspondientes al movimiento giroscopico
del dlabe debido al movimiento de orientacion de la géndola ¢, y giro del rotor 65.

4. Determinar los perfiles 6ptimos de orientacion de la gondola 6, y giro del rotor 0,
que permita maximizar la captacion de energia edlica.

5. Determinar los modelos dindmicos correspondientes al movimiento giroscopico del
alabe.

6. Realizar la determinacion de las deflexiones de los alabes del aerogenerador debido
a cargas inerciales y aerodindmicas.

1.4 Justificacion

El siguiente trabajo de investigacion servird para determinar los perfiles 6ptimos de
orientacion de la géndola durante los cambios de direccion del viento, sin que se induzcan
fuerzas inerciales excesivas que dafien al aerogenerador, por otra parte, serd util para
posteriores investigaciones en el control del mecanismo de orientacion de la géndola.

1.5 Hipétesis

Si se determina un modelo matematico adecuado, que permita introducir como varia-
bles las velocidades angulares de orientacion de la géndola 6, y giro del rotor 05 de un
aerogenerador de eje horizontal de baja potencia de control activo, es posible determinar
el rango de valores para 6, y 05 més Optimos que permitan lograr la méxima captacién de
energia edlica y que las deformaciones en los dlabes se mantengan en rango permisible.
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Capitulo 2

Diseno del alabe

2.1 Introduccion

Un aerogenerador es un dispositivo que extrae la energia cinética del viento y la con-
vierte en energia mecdnica, por tanto, la produccién de potencia depende de la interaccién
del rotor y el viento. A través del estudio se ha demostrado que los aspectos que mas in-
fluyen en el desempefio de un aerogenerador (potencia y cargas promedio) son causadas
por la fuerza aerodindmica generada por el viento promedio [7], mientras que las cargas
de fatiga y las cargas pico experimentadas por el aerogenerador son causadas por fuerzas
aerodindmicas periddicas debidas a viento cortante, cargas excéntricas, rotacion del rotor,
fuerzas fluctuantes aleatorias inducidas por turbulencia, y efectos dindmicos. Una forma
de disminuir las cargas de fatiga es operando en condiciones de aerodindmica en estado
estable, el cual se considera cuando el plano del rotor es perpendicular al flujo de viento.
Por tal simplicidad se aborda este capitulo considerando aerodindmica en estado estable.

En este capitulo se realiza el disefio de un dlabe de 10 kW de potencia, la validacion
del disefio aerodindmico y la determinacién de cargas aerodindmicas (fuerza axial, fuerza
tangencial y momento aerodindmico). Primeramente se presenta la teoria aerodindmica
empleada para el disefio, después se presenta una metodologia explicita para el disefio
de alabes de aerogeneradores de eje horizontal y se realiza el disefio del dlabe aplicando
dicha metodologia, enseguida se valida el disefio evaluando la geometria del dlabe en un
software comercial y finalmente se determinan las cargas aerodindmicas.

2.2 Teoria aerodinamica de rotores

2.2.1 Teoria del disco actuador

En esta seccidn se presenta la teoria de disco actuador, el cual es empleado para de-
terminar la produccion de potencia del aerogenerador empleando perfiles aerodindmicos,
calcular la forma del dlabe 6ptimo (iniciar el disefio de un 4labe) y analizar el desempefio
aerodindmico del rotor (una vez conocidas la forma del dlabe y las caracteristicas de los
perfiles aerodindmicos).




La teoria del disco actuador considera al modelo completo simple de un flujo alrededor
de 4labes de un aerogenerador, este fue desarrollado primeramente por Rankine y Froude
para describir el flujo alrededor de hélices de barcos [8], sin embargo, la introduccién a
turbinas edlicas se le atribuye a Betz (1926) [7] y puede ser usada para determinar la po-
tencia del rotor de un aerogenerador, el empuje del viento sobre el rotor ideal y el efecto
de la operacion del rotor en el campo de viento local. El modelo de disco actuador es el
modelo mas simple del rotor de un aerogenerador donde el rotor es remplazado por un
disco circular a través del cual fluye una corriente de aire con velocidad Up y a través del
cual se crea una discontinuidad de presiéon como se observa en la figura 2.1. El modelo de
disco actuador estd basado en los siguientes supuestos

= Flyjo del fluido en estado estable, incompresible y homogéneo
= No hay arrastre por friccion

= Infinito ndmero de 4labes

= Empuje uniforme en el drea del rotor

= No hay rotacion de estela

= Presion estdtica aguas arriba y aguas abajo del rotor e iguales a la presion del am-
biente.

Aplicando el principio de conservacion de masa se determina que el flujo masico m

es el mismo en la entrada y salida del tubo de corriente como se muestra en la figura 2.1,
asi, la ecuacion de continuidad es

m = pA1Uy = pAsUy = pApUp = pA3Us = pAsU, 2.1)

donde A, y U, paran = 1,2, D, 3,4 es el area de la seccion transversal y la velocidad
del viento a diferentes secciones del tubo de corriente y p es la densidad del aire.

Figura 2.1: Disco actuador y tubo de corriente.




Aplicando la ecuacién de la cantidad de movimiento lineal para flujo unidimensional
constante en ambos lados del tubo de corriente se obtiene

F, =m(U; — Uy) (2.2)
donde F}, es la fuerza de empuje en la direccién del sentido de la corriente.
Considerando que el flujo es sin friccion y que no hay trabajo en la trasferencia de

energia, se puede aplicar la conservacion de energia mediante la ecuacion de Bernoulli.
Aplicando la ecuacién de Bernoulli en ambos lados del tubo de corriente tenemos

1 1
ﬂ+§d?:&+§d@ (2.3)
1 2 1 2

Combinando (2.3) y (2.4), y considerando que P, = P,y U, = Us = Up se obtiene
la caida de presion

1
AP:%—%:imm%wm) (2.5)

También el empuje del rotor puede ser expresado como la suma de fuerzas en cada
lado

E, = AAP (2.6)

Sustituyendo 2.5 en 2.6 obtenemos el empuje en términos de la velocidad del viento
de entrada y salida del tubo de corriente.

1
Fg:EpADaa?—Uf) (2.7)
Sustituyendo (2.1) en (2.2) e igualando con (2.7), se obtiene
Ui+ Uy
)

Cuando el flujo de viento atraviesa el disco actuador, experimenta un disminucién de
velocidad y esta teoria modela este decremento mediante al/;, donde a es conocida como
factor de induccién axial y se puede determinar con la siguiente ecuacion.

Up

(2.8)

UD:Ul—(IUl

_Ui-Up
=250

por tanto Up y U, se puede escribir como:

Up=Ui(1-aqa) (2.9)




Uy = Uy (1 — 2a) (2.10)

La potencia en el rotor F,, es igual al empuje por la velocidad en el disco Up

1 1
PO:ipAD(Uf—UZ)UD:§ADUD(U1+U4)(U1—U4) (211)

Sustituyendo (2.10) en (2.7) y (2.9), (2.10) en (2.11) obtenemos (2.12) y (2.13) res-
pectivamente en términos del coeficiente de induccién axial, donde, U; y Ap son reem-
plazados por U y A.

F, = 2pAU?a(1 — a) (2.12)

P, = 2pAU?a(1 — a)? (2.13)

El desempeiio de una turbina es usualmente caracterizada por su coeficiente de poten-
cia, C,
P
Cp= 1=~ (2.14)
5,0U3A
El coeficiente de potencia es la fraccion de potencia del viento que puede ser extraida
por el rotor, sustituyendo (2.13) en (2.14), tenemos

C, = 4a(1 — a)® (2.15)

Derivando a (2.15) con respecto a a e igualando a cero, tenemos que a = 1/3, después

Chymaw = 16/27 = 0.5926 (2.16)

El limite de Betz (2.16) es tedricamente el maximo coeficiente de potencia que se
puede extraer del viento.

Al aplicar la teoria de la cantidad de movimiento lineal en el rotor edlico, se supuso
que no existia ninguna rotacién en el flujo. En realidad el fluido que atraviesa el disco ac-
tuador experimenta una rotacion constante, esta rotacion es causada por el rotor e implica
la existencia de una velocidad tangencial.

En el caso del rotor giratorio de un aerogenerador, el flujo detrds del rotor gira en
direccion opuesta al rotor, en reaccion al torque ejercido por el flujo sobre el rotor. Se
supone que esta transferencia en el movimiento del aire ocurre de manera inmediata a lo
largo del espesor del disco. Se considera que el disco esta formado por multiples anillos
de radio r y espesor dr. Bajo la premisa de que no hay interaccion entre los diferentes
anillos y por tanto cada uno sélo aporta momentum angular al fluido que atraviesa dicho
anillo. El par que el fluido genera en cada anillo serd igual a la variacién de momentum
angular que experimenta el fluido que atraviesa dicho anillo.




Como se muestra en la figura 2.2, el dlabe se discretiza en varias secciones y cada
seccion barre un drea anular cuando gira el rotor. Los supuestos son que estos anillos
estan separados y no hay interaccion entre ellos. En otras palabras, el tubo de corriente se
descompone a lo largo de diferentes posiciones de radio (r) y cada anillo tiene su propio
momento de equilibrio [9].

Figura 2.2: Barrido del anillo anular en el tubo de corriente.

Definiendo al momento de inercia de un anillo como:
I =mr
El momentum angular se define como
H=Iw
Y el torque: Q = 41
(dIw)  d(mr?w) dm ,

Q=" =~ ~av

Para un elemento diferencial el torque es:

dQ = driwr?
Para un elemento circular rotatorio:
dim = pAUy = p2nrdrU,

El cambio de momentum angular del aire pasando a través del anillo debe ser igual al
torque actuando en ese anillo (ver figura 2.2).

dQ = pUswr®2mrdr (2.17)




La velocidad tangencial inducida en la estela del rotor se especifica mediante el factor
de induccién tangencial a’ como wr = 2a’Qr.

, W
= — 2.18
@ =35q (2.18)

sustituyendo a (2.9) y (2.18) en (2.17) resulta en:
dQ = 4d/(1 — a)pU, Qr’mdr (2.19)

El torque de accionamiento en el eje del rotor es d() y por lo tanto el incremento de la
potencia del eje del rotor es:

dP = QdQ. (2.20)

Sustituyendo (2.19) en (2.20) se obtiene la potencia

dP = 4prUi(1 — a)a’Q** dr (2.21)

2.2.2 Teoria del elemento del alabe

En esta teoria las fuerzas en el dlabe de un aerogenerador son expresadas mediante el
coeficiente de sustentacion, coeficiente de arrastre y coeficiente de momento en funcion
del angulo de ataque, los cuales pueden ser determinadas mediante pruebas experimenta-
les en tineles de viento [9]. Para el andlisis del dlabe, éste se discretiza en N secciones y
se realizan las siguientes consideraciones:

= No existe interaccion aerodinamica entre las secciones.

= Las fuerzas actuantes sobre el dlabe se determinan por las caracteristicas de susten-
tacion y arrastre, las cuales dependen de la forma del perfil.

La velocidad relativa del viento es la resultante de la velocidad del viento en el rotor
U(1 + a) y la velocidad del viento debido a la rotacion del alabe. Donde la velocidad del
viento debido a la rotacién del dlabe es la suma de la velocidad angular del dlabe ({2r)
mds la velocidad angular inducida -, matematicamente tenemos

Qr—l—%zﬂr—i—ﬁa’r:ﬂr(l—ka’)

El angulo del viento relativo es la suma del dngulo [ y el dngulo de ataque «. En
general las relaciones entre la fuerzas actuantes en el perfil, dngulos y velocidades se
obtiene a partir del tridngulo de velocidades que se observa en la figura 2.3 [9].

W= \JU(1 - a)? +r2Q2(1 + )’

A partir de la figura 2.3a se puede determinar las siguientes relaciones:

Ul(l - a)
w

sen ¢ =
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Qr(1+a)

Fn=Ficos @+ I'p sin

L Ui (1-a) o

Fp
N Fi=FL sin¢ —FDCOS(p

(@) Velocidades (b) Fuerzas

Figura 2.3: Velocidades y fuerzas del elemento del dlabe.

Qr(l+d)
W

cos ¢ =

U(l=a) 1-a
= i) T Gt an (2:22)

De la ecuacion (2.22) se puede despejar el dngulo de flujo.

¢ = arctan [#fa,)] (2.23)

Las fuerzas en el elemento del dlabe se muestran en la figura 2.3b y por definicién
la fuerza de sustentacion y arrastre son perpendicular (2.24) y paralela (2.25) al flujo
incidente respectivamente y estan dadas por las siguientes ecuaciones respectivamente.

1
dF, = C, 3P (Vyer)? cdr (2.24)

1
dFp = Oy 5P (Vyet)? cdr (2.25)

Estas tienen componentes que son paralelo (2.26) y perpendicular (2.27) al plano del
rotor [10] y se determinan con

dF, = dFy, cos ¢ + dFp sen ¢ (2.26)
dF, = dFy, sen ¢ — dFp cos ¢ (2.27)

Sustituyendo las ecuaciones (2.24) y (2.25) en (2.26) se obtiene la fuerza normal,
donde B es el nimero de dlabes y C' es la cuerda.

1
dF,, = 3 BCp (Vrel)2 (Cy cosp + Cy sen ¢)dr (2.28)
El diferencial torque debido a la fuerza tangencial que opera a una distancia, r, del
centro viene dado por:

dQ = BrdF, (2.29)

entonces, sustituyendo (2.24), (2.25) y (2.27) en (2.29), tenemos
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1
dQ = 3 B C p (V,a)? (Cy seng — Cyq cos ¢)rdr (2.30)

2.2.3 Teoria del momentum del elemento del alabe

Esta teoria relaciona las fuerzas axial y fuerza tangencial halladas tanto en la teoria
del disco actuador y en la teoria del elemento del dlabe, igualando ambas ecuaciones se
puede derivar las condiciones de flujo para el disefio de una turbina.

Igualando (2.19) y (2.30) se obtiene:
dQ = 2rr?pU, (1 — a)d'Qr® = %TBCp(V;el)QCt (2.31)
De la misma manera igualando (2.12) y (2.28) se obtiene:
dF, = 2mr*pU%a(1 — a) = %BchdQCn (2.32)

Definiendo al parametro solidez o como la fraccion del area anular en el volumen de
control el cual es cubierto por los dlabes:

_BC

21y

(2.33)

Después, definiendo a relacion de velocidad de la punta del dlabe (\) como la relacién
de la velocidad de la punta del dlabe entre la velocidad libre del viento:

_QT

A= ——
Uy

(2.34)

Esta relacion A a menudo ocurre en las ecuaciones aerodinamicas del rotor. La relacion
de velocidad local se define como:

r

A=A
R

(2.35)

Por tanto, a partir de las combinaciones de estas teorias, se puede simplificar el cilculo
de las fuerzas ejercidas en el rotor. El factor de induccién axial (a) se obtiene relacionando
(2.32), (2.2.2) y (2.33), se obtiene (2.36)

a o C,
= 2.
1—a 4sen?¢ (2.36)
= ! (2.37)
“T Lsen? ¢ '
o C,
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El factor de induccién tangencial (a’) se obtiene igualando (2.31) y sustituyendo
(2.2.2) y (2.33), ademas tendiendo en cuenta (2.2.2)

/
¢ ___oG (2.38)
1+a  4sen ¢ cose
' = L 2.39
a_4senq§cos¢_1 (2.39)
O'Ct

Para obtener mejores resultados es necesario implementar dos correcciones, las cuales
son, la correccién de Prandtl que corrige la suposicion inicial de nimero infinito de dlabes.
Prandtl deriva un factor de correccidén F’ para las cargas aerodindmicas de las ecuaciones
resultantes de la teoria de la cantidad de movimiento del dlabe, de igual forma se aplican
las correcciones a (2.37) y (2.39).

dQ = 4Fmrp U (1 — a)d' Qridr (2.40)

dF, = 4F7nrp U? a(l — a)dr (2.41)

donde:

- B
f 2 rsen(¢)

Cuando el valor del factor de induccion axial a llega a ser mas grande que 0.2 [10] la
teoria de la cantidad de movimiento del elemento del dlabe arroja resultados no 16gicos,
por lo que se realiza una correccion conocida como correccion de Glauert.

sia < a., entonces;

:42—
sen ¢+
o C,

si a > a,., entonces;

__ 4Fsin?(¢r)
k - oCp

a=22+k(1-2a)+ k(1 —2a.) + 22 + 4(ka2 — 1) ]

donde a. = 0.2.
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Forma del alabe considerando un rotor 6ptimo y rotacion de estela

La geometria del dlabe queda definida determinando la distribucién de cuerda, tor-
sion, tipo de perfil y distribucion de espesor relativo a lo largo del dlabe. En esta seccion
se desarrollan los modelos para determinar la cuerda y torsion del dlabe.

La contribucién de potencia de cada anillo es

dP = QdQ

La potencia total del rotor es

R R
P:/ dP:/ QdQ
rh rh

Donde rh es el radio del buje. El coeficiente de potencia, C'p, es

P [n0dQ
Pying  0.5pmR2U3

C, =

Empleando la ecuacion de torque diferencial y la definicion velocidad especifica local,
la ecuacion anterior es

A
¢, = 2 " i1 — a)(1/sind)[1 — (Cd/Cl)cotd] \2dN,

~ 32
A% Jan

Donde )\, es la velocidad especifica en el buje.

La ecuaciodn anterior puede ser expresada como [7]

A
C, = (%) /}\ Fsin®¢(cos¢ — A\,sing)(sing + A\.cosg)[1 — (Cy/C)cotp| \2d),

Posteriormente, considerando un rotor edlico ideal u 6ptimo, se asume que no hay
arrastre (Cy; = 0) y no hay pérdidas en la punta del dlabe (F' = 1), por tanto la ecuacién
de coeficiente de potencia se simplifica.

8

by
C, = (ﬁ> /)\ sin’¢(cosg — A\.sing)(sing + A\.cos@)\2d\,

Derivando la expresion anterior e igualando a cero nos queda

% [sin®¢(cosp — \.sing)(sing + \.cosd)] =0
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sing(2cos¢p — 1)

A\, = = cot [3¢
(1 — cosg)(2cosp + 1) cot | 7]
y finalmente podemos hallar el dngulo de flujo.
¢ = (2/3) arctan(1/\,) (2.42)
De la figura 2.3 podemos observar que
B=0¢—« (2.43)

Donde ¢ es el dangulo de flujo y « es el dngulo de ataque, por lo que una vez conocido
el angulo de flujo y el dngulo de ataque, se puede conocer la torsién del dlabe.

La expresion 2.44 sirve para determinar la cuerda, la cual es derivada en [11] y puede
ser encontrada en [7].

B 8rr

C = B_Cl<1 — c089) (2.44)
1
+ oCjcos ¢
1—3a
' = 2.46
ST .

Una vez conocidas las formulas para torsion, cuerda, coeficiente de induccion axial y co-
eficiente de induccidn tangencial en términos del angulo de flujo, se puede emplear un
método iterativo para determinar la geometria del alabe.

2.3 Metodologia de diseio de alabes

2.3.1 Definir los requerimientos y especificaciones de diseno

El disefio aerodindmico del dlabe de un rotor edlico busca adaptarse al disefio com-
pleto del aerogenerador y a su ambiente, para asi obtener el mejor rendimiento, por lo que
se deben considerar las caracteristicas del aerogenerador completo tales como: potencia
requerida (F,), un coeficiente de potencia estimada C,, las eficiencia de cada uno de los
componentes principales que intervienen en la conversion de energia mecanica (7,,) a
eléctrica (1), la velocidad angular nominal del generador eléctrico (£2), el tipo de tras-
mision de potencia y tipo de control de potencia, las cuales estan relacionadas mediante
(2.47),

1
P, = §pU3ATCp77menez (2.47)
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Donde,

Nme = TlemTeb (2.48)

Net = TgNeTNev (2.49)

donde 7., es la eficiencia de la caja multiplicadora de velocidad, 7., es la eficiencia del
eje de baja velocidad, 7, es la eficiencia del generador, 7, es la eficiencia de los conduc-
tores eléctricos, 7)., es la eficiencia del convertidor de potencia.

Para considerar las condiciones del ambiente se requiere la velocidad promedio del
sitio y la densidad del aire, motivo por el cual, se debe realizar un estudio del recurso
edlico de la zona de instalacion.

2.3.2 Seleccion de perfiles aerodinamicos

La seleccion de perfiles aerodindmicos es muy importante ya que la produccién de
energia de un aerogenerador depende en gran medida de la geometria del dlabe, a su vez
la geometria depende también del tipo de perfil aerodindmico utilizado.

El édlabe se puede dividir en zonas (ver figura 2.4) de acuerdo a su desempefio ae-
rodindmico y los perfiles aerodindmicos se seleccionan de acuerdo a la caracteristica de
cada zona. En la figura 2.5 [13] se puede observar el comportamiento tipico del coeficien-
te de potencia en funcién del radio del dlabe, se puede apreciar que en el Gltimo 10 % de
la longitud del alabe no hay aporte significativo de potencia, sin embargo, esta zona se
caracteriza por que en ella se produce la mayor parte del ruido que genera el dlabe du-
rante su funcionamiento [9]. En la figura 2.5 se puede observar que del 30 % al 90 % del
alabe la potencia tiene un comportamiento lineal ascendente, esta se conoce como zona
aerodindmica y se caracteriza por que en ella se genera hasta el 80 % de sustentacion (ver
figura 2.5) que produce el dlabe durante su funcionamiento [15]; después tenemos la zona
que se extiende desde la raiz hasta 30 % de la longitud del dlabe, en esta zona se concentra
hasta 1/2 de la masa total del dlabe [13] y se caracteriza por soportar las cargas generadas
por cada seccidn posterior a ella, esta zona es caracteristica por su demanda estructural.

Observando lo anterior el dlabe se puede dividir en tres zonas [13].

1/3 de longitud, 1/2 masa

Zona aerodinamica

Zona estructural

Figura 2.4: Zonas tipicas del alabe.
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Figura 2.5: Comportamiento de la potencia unitaria a lo largo del alabe.

2.3.3 Especificaciones de los perfiles aerodinamicos a lo largo del ala-

be

Para garantizar un buen desempefio de acuerdo a la funcién de cada zona del élabe,
los perfiles aerodindmicos se seleccionan de acuerdo a un criterio conocido como espesor
relativo. Debido a consideraciones de resistencia, rigidez y desempefio aerodindmico el
espesor relativo de la superficie aerodindmica aumentard desde la punta hasta el primer
perfil. Tradicionalmente, los dlabes de las turbinas edlicas tienen un espesor relativo de
aproximadamente el 18 % en la punta y llega al 25 % de espesor a media longitud del
alabe [14]. El espesor relativo en la zona estructural es una variacion del 40 % hasta 100 %

de la cuerda [13]. En la figura 2.6 se observa la distribucién de espesor relativo tipico
utilizado actualmente, recomendado por [13].

AN
60 \
\

40 AN

\

20 =

Espesor/cuerda (%)

0

0 0.2 0.4 0.6 0.8 |
Radio unitario

Figura 2.6: Distribucién de espesor relativo en el dlabe.

2.3.4 Seleccion de perfiles aerodinamicos

Una vez conocido los requerimientos de los perfiles a lo largo del alabe, se procede
a seleccionar el perfil mas Optimo para cada zona del dlabe, para ello existen criterios
que no ayudan en la seccion de perfiles mas 6ptimo, los mas empleados son: alta relacion
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C,/Cy, comportamiento de la variacion de C} al llegar a su maximo valor, dificultad de
manufactura, baja sensibilidad a la rugosidad, baja emision de ruido.

Maixima eficiencia: Para evaluar tal criterio se se determina la relacién Cl/Cd de los
perfiles aerodindmicos, dicha relacion esta relacionado directamente con la eficiencia del
perfil ya que valores mas altos de C'l/C'd implica mayor coeficiente de sustentacion y
menor coeficiente de arrastre.

Comportamiento de la variacién de C; al llegar a su maximo valor: Cuando la velo-
cidad de viento es demasiado alta se crea una turbulencia en la parte trasera del dlabe
el cual produce una perdida de sustentacion y un desprendimiento de la capa limite, es
importante asegurar que dicha pérdida de sustentacion no ocurra de manera brusca ya que
la caida abrupta de la sustentacién puede producir fuertes vibraciones, por otra lado, no
es conveniente que ocurra gradualmente si existen rafagas de viento en lugar de emplaza-
miento ya que puede llegar a embalar el rotor y dafiar el generador eléctrico, la seleccién
del perfil de acuerdo a este criterio depende del las caracteristicas de viento del sitio de
instalacion.

Caida de sustentacidon
CL gradualmente

}
—

“Stall control”
seleccionado

Caida de sustentacion
bruscamente

&

Figura 2.7: Comportamiento de Cj después de alcanzar su maximo valor.

Nivel de dificultad en la manufactura: Para evaluar este criterio se toma en cuenta la
experiencia que se tiene en el proceso de laminado de fibra de vidrio con resina poliéster
a partir de un molde maquinado. La caracteristica que mas complica la manufactura del
perfil es un borde de salida muy delgado.

Para seleccionar el perfil mas optimo se emplea el método conocido como método de
los pesos ponderados. Primeramente se enlista los criterios acorde al orden de importan-
cia, donde dicho orden dependerd de la experiencia del disefiador, enseguida se asigna
un peso ponderado a cada criterio de cuerdo a su grado de importancia. Posteriormente
se evalua cada criterio asignandole el maximo valor al perfil con mejor desempefio y un
valor proporcional al desempefio a los demds perfiles. Finalmente se suma los valores
ponderados y se seleccionar el perfil con el valor mas alto.
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2.3.5 Estimacion del coeficiente de potencia

Se debe realizar una estimacion del C}, maximo al que el perfil elegido se va a desem-
peiiar. Una vez seleccionado el perfil aerodindmico de acuerdo al paso anterior se debe
estimar la maxima relacién C;/Cy que nos brinda dicho perfil considerando un nimero
de Reynolds estimado de operacién, una vez hallada dicha relacién se puede estimar el
(), maximo que se puede obtener de dicho perfil con ayuda del gréfico de la figura 2.8.
En dicha grafica se observa el comportamiento del coeficiente de potencia en funcién de
la relacion C;/CYy, dicha figura refleja las tendencias actuales [13].

0.65 1

CL/CD y B infinit
0.60 Yo '"'f’ !
0.55 et CL/CD infinito, B=3 ~|
0.50 - T | W —
.. /,-— — CL/CD=100, B=3
0.45 e e 1 —t——F
V= P— CL/CD=T5, B=3
0.40 ;
L 035 J! - - QL/CD=50, B=3 P
8] Y
0.30 ‘,,,\
0.25 Vo B
0.20 4 -
0.15 a/cp-25,8-3 Ty
o CL/CD=10, B=3 T
010 4 ‘\
0.05 \
0.00 ,W
01 234567 891011121314151617181920

A

Figura 2.8: Coeficiente de potencia (C,) en funcion de la velocidad especifica (\).

2.3.6 Determinar el diametro de diseno del rotor eolico

El didmetro de diseno (D)) del rotor determina el drea de captacion de energia cinética
que produciré la potencia deseada. Para estimar dicho valor se debe tomar en cuenta la
velocidad de viento de disefio (Uy), la potencia requerida (F,) la densidad del aire (p), la
eficiencia de componentes mecanicos (7,,.) y eléctricos (7).;) mostrados en las ecs. (2.48),
(2.49) respectivamente, ademads, se debe estimar un coeficiente de potencia (C),).

A partir de la ec. (2.50) determinamos el area total (A7) y asi calcular el radio del
rotor edlico R,.

1
P, = §pU§ATOp77menel (2.50)

Después se define el radio del buje r, como el radio existente entre el centro del buje
y el inicio del dlabe, radio de conexién r. como el radio donde se sujeta el dlabe, y el
radio de transicion se extiende desde la conexidn hasta el primer perfil aerodindmico 7,
se considera que dichas secciones aportan poca sustentacion.
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Figura 2.9: Secciones del alabe.

Se puede estimar una aproximacion utilizando los siguientes valores: 7, = 0.03 R,
Te = 005Rd, Ty = Ole .

2.3.7 Determinar la geometria del alabe

Como primer paso elegir el numero de elementos en los que se desea dividir el dlabe
N, se recomienda usualmente entre 10 y 20 [7]. Después determinar la longitud efectiva
del alabe el cual es la longitud del dlabe que aporta la mayor sustentacion, éste se determi-
na mediante 7., = Rq—rb—rc—rt—rp, estalongitud se puede observar en la figura 2.9

Calcular A,

Tefec
A, = —— 2.51
N (2.51)

Calcular la posicién de cada seccidn 7, mediante con la siguiente expresion:

Tr =1y + 1re + 1 +i(A) (2.52)

Donde: ¢ : numero de seccion, :=0,1,2,.... N — 1, N

Determinar la distribucién de cuerda y torsion a lo largo del eje longitudinal del dlabe
empleando el proceso iterativo que se muestra en la figura 2.10. EI proceso iterativo inicia
con la primera seccion del dlabe ¢ = 1, primeramente se asume un numero de Reynolds
estimado Re usualmente para dlabes de baja potencia Re = 500, 000, posteriormente
se calcula los coeficientes de sustentacion C, coeficiente de arrastre C; y coeficiente de
momento C),, para diferentes dngulos de ataque o, enseguida se busca el angulo de ataque
donde la relacion C;/C; sea maxima, dicho dngulo serd el angulo de ataque de la seccién
a,., enseguida calcular la velocidad especifica ), y angulo de flujo ¢, para dicha seccion.
Siguiendo el diagrama de flujo se calcula la torsién [, y cuerda C' de dicha seccidn, asi
como la solidez o, coeficiente de induccidn axial a, coeficiente de induccion tangencial
a’ y velocidad relativa U,.; de la seccién en cuestion, una vez determinado lo anterior
guardar el numero de Reynolds Re en una variable nueva Re,,; y calcular el numero de
Reynolds actual Re,., una vez determinado lo anterior realizar un promedio de Re,.; y
Regy: el cual se guarda en la variable Re. A continuacién se realiza una comparacién
entre Re y Re,, si la diferencia es menor a un valor arbitrario muy pequefio el ciclo for
para ¢ = 1 termina y si no continua un ciclo iteritivo hasta cumplir la condicion, una vez
terminado el ciclo se toma los valores de 3, y C' lo cuales serdn los valores de cuerda y
torsion para la seccién en cuestion, se sigue el mismo procedimiento para cada ciclo for
hasta terminar en el ciclo: = N
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Figura 2.10: Diagrama de flujo para determinar la geometria del 4labe.

2.3.8 Elegir una distribucion lineal de cuerda y torsion

Con el objetivo de facilitar la manufactura, reducir peso y material se recomienda
elegir una distribucion lineal de cuerda y torsion del dlabe que nos brinde una buena apro-
ximacién de desempeio aerodindmico [7]. La cuerda y torsién lineal se pueden expresar
como [16]

C; = ay (T’Z) + ao (253)
QTJ' = bl (’f’z) + bz (254)

donde r; es la distribucion de radios en el dlabe; ¢t = 1,2,.... N — 1, N

El procedimiento consiste en elegir dos puntos a lo largo del dlabe y hallar las cons-
tantes ay, as, by, y by para (2.53) y (2.54). Una vez hallada las constantes se procede a
tabular los valores lineales de cuerda y torsion.

2.3.9 Determinar el desempeno del alabe

Una vez determinada la geometria del dlabe y los perfiles aerodinamicos se evalia
el desempefio aerodindmico del dlabe con el cual se determina el momento M, torque
T, empuje (), potencia P y coeficiente de potencia (), para ello se emplea el siguiente
algoritmo que fue adaptado de [7].
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Figura 2.11: Diagrama de flujo para determinar el desempeio del dlabe.

- \/(k(l —2a.) +2)? + 4(kaZ — 1)]

El algoritmo inicia con datos de entrada del rotor tales como, radio de disefio Ry,
velocidad angular de disefio del rotor €2, viscosidad cinemadtica del aire v, velocidad
de viento del disefio V, la ubicacion de cada seccion 7., velocidad especifica de disefio
A4, densidad del aire p asi como la distribucién de cuerda C. y torsién (3, y la longitud
de cada seccion A, antes determinados. inicialmente se asumen valores de coeficiente
de induccién axial « = 1/3 y tangencial «’ = 0, después se determina la velocidad
especifica A, dngulo de flujo ¢,, velocidad relativa U,..;, numero de Reynolds Re, angulo
de ataque «,. de la seccién en cuestion y después se determina C'l, C'd, C'm. Enseguida se
calcula la perdidas del dlabe F’, el coeficientes de induccién normal C),, tangencial C}; y la
solidez. A continuacién se resguarda el valor del coeficiente de induccién axial a en una
variable nueva a,,, para poder utilizarlo mas adelante (a,, = a). Enseguida se aplica una
correccion para valores altos de a, esto se debe a que el valor maximo que puede adquirir a
es 1/3 por tanto cuando se tienen valores mayores a 1/3 se aplica un correccién conocida
como correccion de Glauert, para tal correccion se aplica una condicionante, si a < 0.2
es verdadero, entonces a se determina mediante un modelo determinado, si es falso se
determina mediante un modelo con correcciones. Siguiendo con el algoritmo se determina
el coeficiente de induccidn tangencial ' y posteriormente se calcula la diferencia entre
el valor de coeficiente de induccion anterior a,,, y €l valor calculado a, si tal diferencia
A, es menor a un valor arbitrario muy pequefio se calcula el momento, torque, empuje,
potencia y coeficiente de potencia (tales valores seran de dicha seccion), Si no se cumple
tal condicionante se calcula nuevamente el angulo de flujo con lo valores nuevos y se
entra en un ciclo que termina hasta que se cumpla la condicion deseada. Posteriormente
se realiza la misma operacion para cada seccion.
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2.4 Aplicacion de la metodologia para el diseiio de un ala-

be de 10 KW de potencia

En esta seccion se presenta el disefio de los dlabes de un aerogenerador de 10 kW de
potencia, dicho aerogenerador cuenta con un sistema de regulacién de potencia activo y
un sistema de trasmision de potencia directa. La velocidad angular nominal del generador
eléctrico es de 225 rpm.

Las eficiencias de los componentes eléctricos y mecdnicos que intervienen en la con-
version de energia mecdnica a eléctrica son asumidos, los cuales se muestran en la tabla
2.1. Se emplean perfiles aerodindmicos DU91W 250 para zona estructural del dlabe y el
perfil DU93W 210 para la zona aerodindmica.

Tabla 2.1: Especificaciones y requerimientos para el disefio del rotor edlico.

Descripcion Valor Unidad

P, 10 kW
Uq 11.2 m/s
Q 225 rpm
p 1.115  kg/m?
B 3 [-]
c, 048 [
Tel 0.85 [-]
T 0.98  [-]

Siguiendo la metodologia presentada anteriormente, se determinan los valores de
Ty, Te Y Tt los cuales se muestran en la tabla 2.2, con lo que queda determinado el
diametro del rotor edlico y radio de disefio.

Tabla 2.2: Valores de la discretizacion del alabe.

Descripciéon  Valor (m)

Ty 0.094
re 0.1566
T 0.3132
Ry 3.1828

Se aplica (2.34) para calcular la velocidad especifica de disefio, dado que ya se conoce
la velocidad angular de disefio (), y se sabe que el sistema de trasmisién de potencia es
directo, ademads, se conoce la velocidad de viento promedio segun la clase de disefio U,.
La velocidad especifica de disefio resulta Ay = 6.7.

Se realiza un analisis para determinar el nimero de secciones Optimo en las que se
debe discretizar el dlabe, los resultados se presentan en la figura 2.12. En esta figura se
observa la potencia generada en funcién del nimero de secciones /N del dlabe, en dicha
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figura se aprecia que después de 30 secciones, la potencia converge y ya no presenta
variacion significativa.

1.28 T T T T T T T

Potencia (W)
a4 a4 aaa
NN NN
w S o o ~
T T T T T

-

N

N
T

1.21

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
No. Secciones

Figura 2.12: Potencia versus niimero de secciones.

Del analisis anterior, se discretiza el alabe en 30 secciones y se determina la geometria
empleando el diagrama de flujo de la figura 2.10. Los resultados se muestran en las figuras
2.13ay 2.13b donde se observa que la distribucion de cuerda y torsion respectivamente, se
observa que estos presentan un comportamiento no lineal (lineas solidas) lo que dificulta
en la manufactura [7, 16].

Se determina la distribucién de cuerda lineal y torsion lineal (lineas discontinuas de la
figura 2.13) siguiendo la metodologia presentado por Azad [18]. El cual consiste en tomar
los puntos correspondientes al 30 % y 90 % del dlabe y hallar la ecuacién de la linea recta
que pase por ambos puntos, dicha funcién describird la distribucién de cuerda y torsion
lineal los cuales se presentan en la Tabla 2.3.

Cuerda (m)
Torsion (6)

. . 3.5
Radio (m) Radio (m)

(a) Distribucion de cuerda en el eje del alabe.  (b) Distribucion de torsion en el eje del alabe.

Figura 2.13: Variacion lineal y tedrica de cuerda y torsion.

En la figura 2.14a se presenta una vista frontal del dlabe donde se aprecia la distri-
bucién de cuerda tedrico y en la figura 2.14b se observa el dlabe con una distribucién de
cuerda lineal, se observa que hubo una reduccion en la longitud de cuerda, por lo que se
espera una reduccion de volumen, en consecuencia se espera reducir peso y material de
fabricacion.
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(b) Alabe lineal.

Figura 2.14: Comparacién del élabe tedrico y dlabe lineal.

Enla figura 2.15a se muestra una vista lateral del 4labe donde se aprecia la distribucion
de torsion del dlabe tedrico y en la figura 2.15b se puede apreciar la variacion de torsion
lineal, con dicha técnica se espera reducir la dificultad en la manufactura.

%

(a) Alabe teérico.

(b) Alabe lineal.

Figura 2.15: Distribucién de torsion tedrica y torsion lineal.

Se evalua el desempefio aerodindmico del dlabe lineal en un software comercial a
manera de validacion. En la figura 2.16a se observa el comportamiento del coeficiente de
potencia en funcion de la velocidad especifica, se observa que a la velocidad especifica de
disefio (A = 6.7) se alcanza el C}, mdximo, lo cual es un resultado coherente. Se observa
también el comportamiento de la potencia en funcion de la velocidad del viento (figura
2.16b) donde se observa que la potencia maxima se alcanza a velocidad angular de disefio
que corresponde a 225 rpm, por tanto, queda validado el disefio aerodinamico.

0.6 - r 14000 .
=~ Alabe lineal| —=-_Alabe lineal|
12000 f a0 R ey
05 e Lo o
Lt . - o
0a A 10000 - i
ol "f g 8000 s
Sos 2k 5 o
’ e ] pie
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- 4000 '.,.
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0

0 | | | |
25 3 35 4 45 5 55 6 6.5 7 7.5 100 120 140 160 180 200 220 240 260 280
Velocidad especifica [ -] Velocidad angular (rev/min)

(b)

(a)

Figura 2.16: Coeficiente de potencia en funcién de la velocidad especifica y potencia en
funcién de la velocidad angular.
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Tabla 2.3: Geometria del alabe.

alabe lineal
Tioear ~ Cuerda 15} Perfil
(mm) (mm) (grad) (—)
0.564 0.270 10.6  DU91W250
0.651 0.263 10.1 ’
0.738 0.257 9.7 ’
0.826  0.250 9.2 ’
0.913 0.243 8.7 ’

1 0.237 8.3 ’
1.088 0.230 7.8 ’
1.175 0.223 7.3 ’
1.262 0.217 6.8 ’

1.35 0.210 6.4 ’
1.437 0.203 5.9 DU93W210
1.524  0.197 5.5 ’
1.611 0.190 5 ’
1.699 0.183 4.5 ’
1.786 0.177 4.1 ’
1.873  0.170 3.6 ’
1.961 0.163 3.1 ’
2.048 0.157 2.6 ’
2.135 0.150 2.2 ’
2222  0.143 1.7 ’
2.31 0.137 1.3 ’
2.397 0.130 0.8 ’
2484 0.124 0.3 DU93WI118
2.572  0.117 -0.4 ’
2.659 0.110 -0.6 ’
2.746  0.104 -1 ’
2.834  0.097 -1.5 ’
2.921  0.090 -2 ’
3.008 0.084 2.5 ’
3.095 0.077 2.7 ’
3.183 0.070 3.4 ’

Se evalia la potencia y torque generados por el dlabe en funcidén de la velocidad del
viento, los resultados se aprecian en la figura 2.17a y 2.17b respectivamente, se observa a
la velocidad de disefio 11.2 se produce 10kWW de potencia y un torque de 450 Nm.
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Figura 2.17: Potencia y torque en funcién de la velocidad del viento.

Se determinan las cargas aerodindmicas con ayuda del software comercial, para el ca-
so cuando el aerodenerador experimenta velocidad de arraque, el cual llamaremos caso
I. Se ingresan parametros operacionales de dicho caso que corresponden a velocidad es-
pecifica A = 6.7, velocidad del viento U = 3 m/s, velocidad angular 2 = 60.3 rpm. Los
resultados se muestran en la figura siguiente.
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Figura 2.18: Fuerza normal distribuida y fuerza tangencial distribuida a lo largo del 4labe
parael caso 1.

De igual forma se determinan las cargas aerodindmicas para el caso cuando el aero-
generador experimenta velocidad de viento nominal al cual se le denomina caso II. Los
parametros operacionales corresponden a los pardmetros nominales, estos corresponden
a velocidad especifica A = 6.7, velocidad del viento U = 11.2 m/s y velocidad angular
(2 = 225 rpm. Los resultados se muestran en la figura 2.19
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Figura 2.19: Fuerza normal distribuida y fuerza tangencial distribuida a lo largo del alabe
para el caso II.

Se determinan cargas aerodindmicas para el caso cuando el aerogenerador experimen-
ta velocidad de viento de 18 m/s al cual se le denomina caso de estudio III. Se considera
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una velocidad especifica A = 6.7, velocidad del viento U = 18 m/s, velocidad angular
Q0 = 225 rpm. Los resultados se muestran en la figura 2.20

-
o
o
-
o
1=

-
o
=3

~

(5.
o
3
i
(5]
=]
~
/

ooy g

(vl

o
N

>

o

.

ke
0 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5 0.5 1 1.5 2 25 3 3.5
Radio (m) Radio (m)

(b)

Fuerza normal (N/m)
Y
»
Fuerza tangencial (N/m)
v

-3.0149x° + 23.815x° - 40.931x* + 0.9736x° - 2.12: + 146.26x + 21672, —a ¥ =9.8549x°-04.985x°+339.79x*-517.29x+208.25x?+163.05x-23.077
=0.9888 Re=0.9845

&
=)
&
=)

o

Figura 2.20: Fuerza normal distribuida y fuerza tangencial distribuida a lo largo del 4labe
para el caso III.

El cuarto caso analizado ocurre cuando el aerogenerador experimenta la velocidad
a 50 afios (V.50). En este caso el aerogenerador esta en reposo mientras experimenta la
velocidad de viento extrema. Se considera que este caso ocurre solo un vez en 50 afios.
Para éste caso, la norma IEC-61400-1 nos dice que las cargas deben calcularse asumiendo
una velocidad de viento, igual a V50, para cada parte expuesta del aerogenerador y debe
utilizarse la siguiente formula,

Falabe = Bcd%p‘/e%() APTOij
Donde:

B es el numero de dlabes, C, : Coeficiente de forma, el cual depende de la forma del
elemento donde C; = 1.5 para un dlabe, p : es la densidad del aire, p = 1.115, A,,,; 5 €s
el area proyectada por el elemento y V5, es la velocidad a 50 afos.

A partir de la norma IEC-61400-1 se tiene que Veso = 1.4V, 4 (2/2hup) "
Donde:

Vier 1 Es 37.5 de acuerdo a la norma IEC.

z . Eslaaltura a la que se desea determinar la velocidad.

Znup - Es la altura del buje y corresponde a 18m

Primeramente se discretiza el dlabe en 30 secciones y se calcula el drea proyectada de
cada seccidn, una vez hallada el area, se calcula la velocidad V5, a la altura de buje y se
aplica la formula F};.;. para fuerza axial para cada seccion del alabe. Los resultados se
muestran en la figura 2.21.
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Figura 2.21: Fuerza axial a lo largo del élabe.

2.5 Conclusiones

En este capitulo se presentd una metodologia explicita para disefiar dlabes de aero-
generadores de eje horizontal, se realiz6 el disefio de un alabe para un aerogenerador de
eje horizontal de 10 kW de potencia para tal disefio se emple6 la teoria del momentum
del elemento del dlabe considerando un rotor 6ptimo con rotacién de estela del cual se
obtuvo la distribucién de cuerda y torsién a lo largo del dlabe. Posteriormente se eligié
una distribucion de cuerda y torsion lineal con la finalidad de reducir costos de fabrica-
cion, después se valido la geometria del dlabe en un software comercial y finalmente se
determinaron la fuerza axial y fuerza tangencial para cuatro casos de estudio.
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Capitulo 3
Determinacion de las deflexiones del

alabe bajo cargas aerodinamicas

3.1 Introduccion

En este capitulo se determina la deflexion del dlabe debido a cargas aerodinamicas,
sin considerar cargas inerciales. Se considera que el dlabe presenta variacion de cuerda,
torsion y rigidez a lo largo de su eje longitudinal. Se considera que las cargas trasversales
pasan por el centro cortante de la seccidon transversal, por tanto, los efectos de flexo-
torsion estan desacoplados y las cargas transversales producirdn una deflexion transversal
en la direccion de la carga y una rotacion de la seccion transversal. Se discretiza el ala-
be en n secciones y se abordan como elementos finitos de viga (se considera que cada
seccion del dlabe es muy pequeiia y por lo tanto presenta poca variacion de cuerda y tor-
sién), posteriormente se realiza una formulacion de elementos finitos unidimensionales
lo que constituye una aproximacion del dlabe y se obtiene la respuesta estética del dlabe
considerando cargas aerodindmicas, finalmente se presenta una validacion de resultados.

3.2 Ecuacion general de un elemento finito de viga

Principio del trabajo virtual

En esta seccion se deriva la ecuacion general de un elemento finito para un sistema
dindmico, después se simplifica a un caso estatico. Se parte del principio de trabajo virtual
el cual establece que:

Si un cuerpo deformable en equilibrio estd sujeto a desplazamientos arbitrarios vir-
tuales asociados con deformaciones compatibles del cuerpo, el trabajo virtual de fuer-
zas externas del cuerpo es igual a la energia de deformacion virtual de esfuerzos inter-
nos [19]

Matematicamente para un elemento finito tenemos
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U = sy (3.1

Donde 6U®) es la energia de deformacién virtual debida a esfuerzos internos y 611/ (¢)
es el trabajo virtual de fuerzas externas en el cuerpo. La energia de deformacién virtual
debido a esfuerzos internos esta dado por

U = / / s’ odv (3.2)
174

Se observa que la energia de deformacion interna es debida a los esfuerzos internos
moviéndose a través de deformaciones virtuales de.

El trabajo virtual de fuerzas externas es debida fuerzas externas, de superficie y noda-
les. Adicionalmente aplicando el principio de D’ Alembert agregamos fuerzas inerciales
pudV, pvdV, pwdV, donde el doble punto () indica la segunda derivada de la posi-
cién u, v, w en la direccién x, y, z respectivamente con respecto al tiempo. De acuerdo a
D’ Alembert estas fuerzas inerciales actiian en direccién opuesta al sentido de la acelera-
cion. El trabajo externo virtual se expresa como

oW = sd g, + [ [owisaas+ [[[owr s, o (3:3)

Donde dd es el vector de desplazamientos nodales virtuales, §17 y §1p7 son las funcio-
nes vectoriales de desplazamientos virtuales debidas a cargas de superficie y volumétricas
respectivamente, f, es el vector de carga nodal, f, es el vector de fuerza de superficie por
unidad de édrea, y f, es el vector de fuerzas del cuerpo por unidad de volumen. Sustitu-
yendo (3.2) y (3.3) en (3.1), tenemos

// de'adv =6d" f, + //S&psTfsds + // YT (f, — pip)dv (3.4)

Como se muestra mds adelante, se emplean funciones de forma para relacionar fun-
ciones de desplazamiento y desplazamientos nodales.

v = Nd (3.5)

La deformacion estd relacionada con el desplazamiento nodal mediante € = Bd y el es-
fuerzo esta relacionado con la deformacién mediante o = De.

Haciendo sustituciones de las identidades de deformacion/desplazamiento y esfuer-
zo/deformacién en (3.4), tenemos

/ d0d" B"DBddv = §d" f, + / / O0d" NT fods+ / / / dd"NT(f,—pNd)dv (3.6)
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Tomando en cuenta que las funciones de forma son independientes del tiempo.

od” / BT"DBddv = éd" f,+6d" / / N7 fods+6d" / / NT(f,—pNd)dv (3.7)

Como &d” es un vector de desplazamiento virtual nodal arbitrario comun en todos los
términos de la ecuacion, la siguiente relacion es verdadera

///BTDBdUd:fp+//NsTfsd5+// Nvadv+///pNTNdvc'l' (3.8)

Se define

M®© = [[[pNTNdv
K®© = ffvaTDde

9 = fo (3.9)
© —  [[NITds
) —  [[[NTXdv

Empleando (3.9) en (3.8) y ordenando términos, tenemos

MOd+ K@d= £, 4 g 4 ) (3.10)

Donde la expresién (¢) detona un elemento finito de viga, la matriz M (®) es una matriz
de masa consistente del elemento, K (¢) es la matriz de rigidez del elemento, fs(e) es la
matriz de cargas nodales equivalentes del elemento debido a fuerzas de la superficie, ,(,e)
es la matriz de cargas nodales equivalentes del elemento debido a fuerzas del cuerpo. Para
problemas estaticos, tenemos que la aceleracion d es igual a cero, entonces se obtiene

K©d = f© 4 5@ 4 fl (3.11)

Principio de energia potencial minima

En esta seccidn se deriva la ecuacién de un elemento finito empleando el principio
de energia potencial minima. La energia potencial de una viga es la suma de la energia
potencial de deformacion y la energia potencial de fuerzas externas.

m® = g 4w (3.12)

Donde la expresion unidimensional general para la energia de deformacion w de una
viga que obedece la ley de Hooke, esta dado por la expresion (3.13).
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U = ///%Usdv (3.13)

v

Donde o = o(x) es el esfuerzo en funcion de z y € = e(z) es la deformacién en
funcién de x.

Para un elemento de viga sujeto a cargas del cuerpo, distribuidas y nodales concentra-
das, la energia potencial de fuerzas externas es opuesta en signo a la expresion de trabajo
externo porque la energia potencial de fuerzas externas disminuye cuando realiza el tra-

bajo.
SW© =d"f, + / / Pltds + / / / YT bdv (3.14)

Los términos del lado derecho representan la energia potencial debido al cuerpo, tipi-
camente del propio peso de elemento (en unidades de fuerza por unidad de volumen)
moviéndose a través de desplazamiento wu, cargas de superficie ¢ (en unidades de fuerza
por unidades de superficie de area actuando en la superficie S'y moviéndose a través de
desplazamientos u s donde actda t), fuerzas concentradas nodales f, moviéndose a través
de desplazamientos d. L es la longitud del elemento de viga.

Ahora se describira la formulacién de las ecuaciones de un elemento finito de viga
utilizando el principio de energia potencial minima aplicando los siguientes pasos.

1. Formular una expresion para la energia potencial total.

2. Asumir un modelo para el desplazamiento que varie con el conjunto finitos de
parametros indeterminados (Los pardmetros indeterminados son los desplazamien-
tos nodales quienes son sustituidos en la expresion de la energia potencial minima).

3. Obtener un conjunto de ecuaciones minimizando la energia potencial total con res-
pecto a las variables nodales. Las ecuaciones resultantes representan las ecuaciones
del elemento.

La expresion de energia potencial total para un elemento diferencial de viga es:

(e = / / / B"DBdv —d" f, - / / Pltds — / / / YT bdv (3.15)

Se emplean funciones de forma para expresar funciones de desplazamientos en térmi-
nos de deformaciones nodales.

¥ = Nd

Donde las expresiones IN son matrices de funcién de forma evaluadas en la superficie
donde actda la carga, d es el vector que contiene los desplazamientos nodales.

Se usa la relacién deformacion/desplazamiento € = dt)/dx, donde se puede escribir
como
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d
e=—(Nd) (3.16)

e = Bd (3.17)

De mecdanica de materiales tenemos que el esfuerzo esta relacionado con la defor-
macioén mediante o = De. Haciendo sustituciones de las identidades antes descritas en
(3.4), tenemos

-6 ///BTDBdU _drf, - dT//Ng’tds — dT///Ndev (3.18)

Se puede observar que la expresion (3.18) estd en funcién de d, estos es que 7 (d),
regularmente B y D no estdn en funcion de x. Obteniendo la integral primera de (3.18
)con respecto a x tenemos

7® = / / B"DBdv—d"f (3.19)

F=Fo+fs+ 1o (3.20)

De la expresion (3.20) podemos separar tres tipos de contribuciones de carga, car-
gas concentradas nodales, cargas de superficie, y cargas del cuerpo, respectivamente. Se

define que
fs = //NsTtds (3.21)

fo = / / NTbdv (3.22)

Las cargas calculadas por (3.21) y (3.22) son llamados consistentes por que estan ba-
sados en la misma funcién de forma utilizado para determinar la matriz de rigidez del
elemento.

Aplicando el principio de energia potencial minima tenemos

on .

%—//BDde—f—O (3.23)
Donde se define
K = / / / BT"DBdv (3.24)
Por tanto 9
T

 —Kd- f= 3.25
9d f=0 (3.25)
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La expresion (3.25) gobierna el comportamiento estatico de un elemento finito de
viga. Donde K es la matriz de rigidez del elemento, d es el vector de desplazamiento del
elemento y f es el vector de fuerzas.

3.3 Deformacion axial

Con la finalidad de ilustrar el método de elemento finito e introducir conceptos em-
pleados se modela la deformacién axial por su simplicidad a manera de ejemplo. Se con-
sidera un elemento de barra (ver figura 3.1) elastico lineal, con seccidon transversal cons-
tante, longitud inicial L, el cual solo estard sujeto a fuerzas de tensioén 7' a lo largo de
su eje axial z. Los puntos 1 y 2 estidn ubicados en los extremos terminales del elemento,
estos puntos son llamados nodos del elemento. Las fuerzas nodales locales fi, y fo, del
elemento estan asociados con el eje local x. Los desplazamientos nodales locales son
y ug corresponden a los grados de libertad de cada nodo como se puede observar en la
figura 3.1 [19].

| k 2
—*O—/\/\/\/\/\/—‘O—*—> X
fh i fl\ L)

- L |

Figura 3.1: Resorte sujeto a deformacién axial.

Utilizando el método de rigidez directa derivaremos la matriz de rigidez para un re-
sorte lineal unidimensional, esto es, que el resorte obedece a la ley de Hooke y resiste
fuerzas solo en la direccion del resorte.

Por tanto haciendo uso de (3.11), y considerando que solo existen fuerzas nodales, se
tiene que
f=Kd (3.26)

Donde, K es una matriz tal que f = Kd, d es el desplazamiento nodal y f es son
las fuerzas locales de un elemento simple. Para un medio continuo o una estructura com-
partiendo una serie de elementos, una matriz de rigidez K relaciona los desplazamientos
nodales d y las fuerzas globales F' de la estructura en el sistema coordenado global.

Abhora utilizaremos los pasos generales para derivar para derivar la matriz de rigidez
del elemento de resorte.

Paso 1. Selecciona el tipo de elemento

Se considera un elemento de resorte lineal (puede ser un elemento o un sistema de ele-
mentos) sujeto a una fuerza de tension nodal resultante 7' en la direccién axial del resorte
como se muestra en la figura 3.2 el cual esta en equilibrio. El eje local x es dirigido del
nodo 1 al nodo 2. Se representa el elemento de resorte etiquetando cada extremo del nodo
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y etiquetando el ndmero de elemento. La distancia entre nodos antes de la deformacién
es L. La propiedad del material del elemento es &.

Figura 3.2: Elemento de resorte con desplazamientos nodales positivos.

Paso 2. Selecciona una funcién de desplazamiento

Se selecciona una funcién matematica que modela la deformacion de un elemento de
resorte bajo la accidon de la carga. Se debe asumir la forma o la distribucion del desplaza-
miento del elemento utilizando una funcién matematica apropiada, los mds comunes son
funciones polindmicas. En general el nimero total de coeficientes del polinomio debe ser
igual al nimero total de grados de libertad del elemento. Aqui el nimero de grados de
libertad del elemento son dos, siendo estos d;, y ds, alo largo de la direccién x. Se selec-
ciona una funcién de desplazamiento dado por (3.27) que representa los desplazamientos
axiales a través del elemento.

U= aj + asx (3.27)

En forma matricial se representa como:

u=[1 a] {Z;} (3.28)

Ahora se requiere expresar a . como una funcién de los desplazamientos nodales d;, y
ds, para ello debemos aplicar las condiciones de frontera fisicas en los desplazamientos
nodales. Evaluando a u en cada nodo y resolviendo para a; y a; como sigue.

uw(0) = dip, = oy (3.29)
o resolviendo (3.30) para as,,
d x d x
ay = % (3.31)

sustituyendo (3.29) y (3.30) en (3.27), tenemos.

u= (Lhe) g4 dy, (3.32)
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en forma matricial

u=[1-%2 2] {ZZ} (3.33)

u= [Ny Ny {ZJiZ} (3.34)

Donde N; y N, son conocidas como funcién de forma porque expresan la forma de la
funcién de desplazamiento asumida en el dominio del elemento (coordenada x), cuando
el enésimo grado de libertad del elemento tiene un valor, todos los otros grados de libertad
son cero. En este caso /V; y /N, son funciones lineales y tiene la propiedad que N; = 1 en
elnodo 1y N; = 0 en el nodo 2, de igual forma N, = 1 enelnodo 2y Ny = 0 en el nodo
1 como se observa en la figura 3.3 [19].

u =d + ayx
X
Ni=1-= x
/ L Np=—
L
uy - it 0 0
(a) (b) (©)

Figura 3.3: a) Funcion de desplazamiento b) Funcion de forma N; c¢) Funcién de forma Ny
en el dominio del elemento.

Se define

N=[1-2 z] (3.35)

o dlm
d= {sz} (3.36)

Paso 3. Definir la relacion esfuerzo/deformacion y deformacion/des-
plazamiento
La relacién deformacién/desplazamiento es €, = du/dx

e, = Bd (3.37)

se define B como la matriz gradiente

B=[- 3] 638)

y la relacion esfuerzo/deformacion obedece la ley de Hooke

0, = De, (3.39)
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Paso 4. Derivar la matriz de rigidez del elemento

Ahora sustituyendo las relaciones esfuerzo/deformacion y deformacion/desplazamien-
toen (3.24)

L
K© = FA / BT Bdx
0

AE  _AE
K“’:{ L AEI} (3.40)

En la matriz esfuerzo/deformacion unidimensional D, F A es la rigidez axial donde
E es el modulo de elasticidad del material y éste es constante en el drea de la seccidon

transversal.
D = E//dx (3.41)
A

Paso 5. Ensamblar las ecuaciones de los elementos para obtener la

ecuacion global e introducir condiciones de continuidad

La matriz de rigidez global y la matriz de fuerzas globales son ensambladas utilizando
ecuaciones de fuerza nodales, fuerza/deformacion y ecuaciones de compatibilidad descri-
tos mas adelante, y el método directo de rigidez descrito a continuacion.

Este paso se aplica para estructuras complejas de mas de un elemento

K=[K=) K9 y F=[F]=) f (3.42)

Donde K y f son matrices de rigidez y fuerzas expresadas en un marco de referencia
global. Donde ) implica la sumatoria de todos los elementos de rigidez de acuerdo al
método de rigidez directa descrito més adelante.

Paso 6. Resolver los desplazamientos nodales

Los desplazamientos son determinados imponiendo condiciones de frontera y resol-
viendo el sistema de ecuaciones f = K d simultineamente.

Ejemplo estandar

Considere el ejemplo de ensamblado de dos resortes mostrado en la figura 3.4. Este
ejemplo es suficiente para mostrar el método de rigidez directo para obtener la matriz de
rigidez global del ensamblado de resortes. Este método esta basado en la superposicién
apropiada de elementos individuales de matrices de rigidez individuales hasta formar la
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estructura deseada.

Figura 3.4: Ensamblado de dos resortes.

Aqui el nodo 1 esta fijo y se aplica una fuerza Fj, en el nodo 3y F5, en el nodo 2. La
rigidez del elemento 1 y elemento 2 son £, y ks respectivamente. Los nodos del elemento
son enumeradas 1,3 y 2.

La ecuacidn del elemento 1 es,

{21} =k {—1 1 ] {déﬁ} (3.43)

Para el elemento 2 es

- 1 —1] [a?
{jﬁ;} =k, {_1 . ] {dz’g’)} (3.44)

Las ecuaciones de los elementos 1 y 2 descritas por (3.43) y (3.44), no estan asociadas
a los mismos grados de libertad. Esto es, el elemento 1 estd asociado con desplazamientos
axiales del nodo 1 y nodo 3, mientras el elemento 2 esta asociado a los desplazamientos
del nodo 3 y 2. Para superponer las matrices de rigidez, debemos expandirlos al orden del
tamano de la matriz de rigidez de la estructura; esto es, la matriz de rigidez del elemento
esta asociado con los grados de libertad total del elemento.

Para el elemento 1, la matriz de rigidez es

fih 1 0 —-1] [a¥
floo =k |0 0 0] {qV (3.45)
1 _ 1
s to 1] (df
De igual forma para el elemento 2, tenemos
12 0 0 0] (d
fre =k |0 1 —1|{d¥? (3.46)
i 0 -1 1] a2

Ahora considerando la fuerza de equilibrio de cada nodo resulta en:

39



fllx 0 le
0 p 41 fon p =1 Fou (3.47)

La expresion (3.47) en términos de (3.45) y (3.46) se expresa como:

10 —1] [d 0 0 0] (a? Fi,
B0 0 0 |QdVs+k |0 1 —1|{d? s =1y (3.48)
-10 1] |qW 0 -1 1] [4® Fy,
3z 3z

Simplificando (3.48) resulta en:

lﬁ 0 _kl dl:c le
0 ko —ko doy » = & Iy, (3.49)
—k1 —ky ki + ko ds,; Fs,

Expandir los las matrices de rigidez de cada elemento, permite sumar directamente la
matriz de rigidez global de la estructura, este método es conocido como el método de
rigidez directa. Este es el paso mas importante el método de elemento finito.

Condiciones de frontera

Existen dos tipos de condiciones de frontera , la mas comun son las condiciones de
frontera homogéneas y éstas son las no permiten ningtn tipo de movimiento, por otro la-
do, las condiciones no homogéneas son las que permiten valores de desplazamiento finito
o desplazamiento definido.

Se considera las ecuaciones derivadas para la figura 3.4. Aqui tenemos que d;, = 0
porque el nodo 1 est4 fijo. Entonces podemos escribir

kl O —]{71 O le
0 ko —ko doy p = < I, (3.50)
—ky —ky ki + ko d3y Fs,

La expresion (3.50) puede escribirse en su forma expandida como

k1(0) + (0)dzy — kndse = Fiy
0(0) + ko for — kods, = Fi, (3.51)
—k1(0> — kzdgx + (kl + k?g)dgm - Fgw

Donde F}, es una reaccion y Fy, y F3, son fuerzas aplicadas conocidas. Escribiendo
la segunda y tercera expresion de (3.51), tenemos:

k2 _k2 d?x F2ac
= 3.52
{—kz k1 + k2:| {d3z F3, (3:52)
Por tanto, para condiciones de borde homogéneos la matriz de rigidez simplificada
se puede obtener directamente eliminando la fila y columna correspondiente al grado de
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libertad con desplazamiento cero. Finalmente se resuelve el sistema de ecuaciones y se
obtienen los desplazamientos d; .

Ejemplo 2

Se considera el sistema de resortes de la figura 3.5 el cual fue tomado de [19], se desea
obtener: a)la matriz de rigidez global, b) los desplazamientos de los nodos 3 y 4, la fuerza
de reaccién en los nodos 1 y 2 y las fuerzas de cada resorte. Una fuerza de S000N es
aplicado en el nodo 4 en la direccion z. Las constantes del resorte se especifican en la
figura. Los nodos 1y 2 estén fijos.

k, = 1000 Ib/in. ky = 2000 Ib/in. ky = 3000 Ib/in.
/
1 3 4 P 2

@ @ 5000 1b @ z

Figura 3.5: Ensamblado de tres resortes.

a) se hace uso de (3.40) para obtener la matriz de rigidez de cada elemento.

Fe@ _ [ 1000 —1000) o) [ 2000 —2000
~1000 1000 —2000 2000 3.5%)
s _ [ 3000 —3000 '
K =
—3000 3000

ahora usando el concepto de superposicion (método de rigidez directa), se obtiene la
matriz de rigidez global. aplicando (3.42), esto es:

K = K(l) + K(z) + K(3)

0
1000 0 —1000 0
0 3000 0 —3000
K= —1000 0 1000 + 2000 —2000 (3.54)
0 —3000 —2000 2000 + 3000

b) La matriz de rigidez global (3.54), relaciona las fuerzas globales con los desplaza-
mientos mediante

Fiy 1000 0 —1000 0 dig

Fo \ _ 0 3000 0 —3000 dag (3.55)
I3, —1000 0 1000 + 2000 —2000 dss '
Fyy 0 —3000 —2000 2000 + 3000 | | das

Aplicando las condiciones de frontera homogéneas d;, = 0y do, = 0 a (3.55),
sustituyendo las fuerzas nodales aplicadas ( eliminando las filas y columnas de K corres-
pondientes a desplazamiento cero) se obtiene
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0 | _[3000 —2000] fds,
{5000} N {—2000 5000 ] {d%} (3.56)
Resolviendo (3.56), se obtiene los desplazamientos nodales globales.

10 . 15

dgx = ﬁZ’I’L d4x = ﬁ (357)

c) Para obtener las fuerzas globales nodales (los cuales incluyen las reacciones en
el nodo 1 y nodo 2, debemos sustituir (3.57) y las condiciones de frontera homogéneos
diz = 0y do, = 0 en (3.55). Esta sustitucion resulta en:

Fi, 1000 0 —1000 0 0

Fyy _ 0 3000 0 —3000 0 (3.58)
Es, —1000 0 1000 + 2000 —2000 i—? )
Fy, 0 —3000 —2000 2000 + 3000 22

—_
—

Multiplicando las matrices de (3.58) y simplificando obtenemos las fuerzas en cada nodo.

—10000 —45000
Fy, = 20000y, p,, — 450005,y —

B (3.59)
Fy, = =500b

3.4 Deformacion transversal

Se analizard una viga prismatica el cual esta sometido a flexién pura. Se considera
que la viga es inicialmente rigida, de longitud [ y seccion transversal constante. Los des-
plazamientos y rotaciones se describen en el sistema referencia (z, y, z). El origen O esta
ubicado en el extremo izquierdo de la viga y se sitia en la linea que pasa por el centro de
pandeo de las secciones transversales de la viga.

Ahora seguiremos los mismos pasos de la seccion anterior para derivar la matriz de
rigidez y las ecuaciones de un elemento de viga y después ilustrar la solucién completa
de la viga. Considere un elemento de viga mostrado en la figura 3.6 de longitud L con
coordenada local en el eje axial x y coordenada local en el eje transversal y. Los despla-
zamientos nodales transversales estdn dados por fi, y fa,, los momentos flexionantes por
my y msy como se muestra. Se ignoran los efectos axiales.

Se representa a la viga mediante nodos etiquetados en cada extremo y se muestra en
la figura 3.6.La relacion deformacion/desplazamiento se obtiene de las ecuaciones (A.25)
y (A.26)

€ro(T) = —yM =0
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Figura 3.6: Elemento de viga sometido a desplazamientos, fuerzas, rotaciones y momentos
nodales.

El giro y el desplazamiento trasversal se aproximan independientemente y las funcio-
nes de forma son 9 = Ndy v = Nd

¢ = Ni(z)o1 + Nao(z)ps (3.60)
v = Ny(x)vy + Na(z)ve (3.61)

Donde N;(z) y N2(z) son las funciones de forma.

Se puede expresar la relacion esfuerzo/deformacion empleando las funciones de forma
como

U1

dNi(z) dNa(z)
{chac} =y dN(l)(x) d dN(Q)(x) d o1 (3.62)
€xy dx —Nl(l') dx —NQ(.I') V2
P2
Se define
U1
c 0 dN1(z) 0 dNa2(z) b1
e=<¢ "% B= dx dx d= 3.63
o) [dﬁf” “Ni(r) B Ny() T B
®2

La relacion esfuerzo/deformacion esta dado por o = De, por tanto puede re-expresarse
como,
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o =DBd (3.64)

Se determina la matriz de rigidez a partir de (3.24).

L
K:/ BTDBdx
0

Donde

FEI 0
D= { 0 GAk}
Por tanto, la matriz de rigidez es,
AGk AGk __AGk AGk
] 2 1 2

AGk Br | 1 1 EI |1

== = 4+ 2 AGkl —AGE —= + -AGEkl
_ ] 3 2 1 6

l
Gk Bl LAGKl —3AGE B+ 1 AGKI

2 l

La expresion (3.65) es la matriz de rigidez de un elemento finito de viga para defor-
macion transversal [20], la cual se obtuvo considerando la teoria de vigas de Timoshenko,
el cual considera efectos por esfuerzos cortantes, aqui, £ es el médulo de elasticidad, G
es el médulo de rigidez cortante, k es el factor de correccion de cortante, I es el momento
de inercia de drea definido como I = [[y*dA.

A

3.5 Validacion del modelado empleando una viga de sec-

cion transversal constante

Se considera la viga de la figura 3.7, el cual tiene una longitud R = 3.189m, sec-
cién transversal constante de geometria cuadrada y espesor h = 0.2m (ver figura 3.7a),
modulo de rigidez cortante G = 2.89Gpa, médulo de elasticidad E = 17.7Gpa, momen-
to de inercia de 4rea I, = 0.00013m*, densidad 1900kg/m3, factor de correccion por
cortante £ = (.85 (vigas de seccidn transversal rectangular). Se somete la viga a cargas
aerodinamicas correspondientes al caso II, como se observa en la figura 3.7a.

Formulacion del problema

Se divide la viga en 30 secciones(ver figura 3.7b) y se realiza una formulacion median-
te elementos finitos unidimensionales. Dado que la viga esta sometida a cargas transver-
sales, se emplea la matriz de un elemento finito de viga para deformaciones transversales
descrita en (3.65).

Siguiendo la metodologia presentada en la seccion anterior se determina la matriz de
rigidez de cada elemento y se guardan en una matriz consistente con el niimero de elemen-
tos Ky/xn,donde M = N = GDL % n, donde (GDL: grados de libertad del elemento,
n: nimero de elementos). Posteriormente se suma todas las matrices calculadas para cada
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(a) (b)
Figura 3.7: a) Viga en voladizo. b) Discretizacién de la viga en elementos finitos.
elemento obteniéndose la matriz global del sistema K, se realiza un procedimiento simi-

lar para determinar el vector de fuerza global f como se muestra en (3.5) . Finalmente se
resuelve la ecuacién que rige el comportamiento estatico de una viga Kd = f.

Donde:
K-Sk g3
e=1 e=1
La deflexién maxima obtenida en el extremo libre de la viga fue d3p, = —0.001012m.

Posteriormente se determina la deflexion de la viga sometida a la carga en cuestion en un
software comercial y se obtienen una deflexion méxima en el el extremo libre de la viga
de 0.00122, los resultados se muestran en la figura 3.8.

URES frr)

0.0000 - ———-'\.\ B l 1,2250-003

1.123e-003

-0.0002 \‘\ | 1021e-003

= \ _ 918%-004

= -0.0004 ~ - 8.1836-004
S

5 \ L 7147004

= -0.0006 \ | 61260-004

= \ | 5.105¢-004

-0.0008 \ | 4084e-004

-0.0010 A i

20426004

0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 l QG

Radio[m] 1.000e-033

() (b)

Figura 3.8: a) Deflexion de la viga calculado. b) Validacion de la deflexion de la viga en un
software comercial.
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3.6 Determinacion de las deflexiones del alabe aplicando

cargas aerodinamicas

Se analiza el 4labe disefiado el cual se somete a la carga aerodindmica mas relevante
determinado en el capitulo 2, el cual corresponde a la velocidad nominal. Se asume que la
viga es inicialmente rigida y tiene longitud R. Se considera que el dlabe presenta seccion
transversal, torsion y rigidez variable a lo largo de su eje longitudinal, las cuales fueron
definidas en el capitulo II, las propiedades mecénicas (E/x, Ely, GA) de cada seccidn se
determinan empleando un software comercial, cuales se presentan en el anexo B.

Formulacion del problema

Se discretiza el alabe en 30 secciones, se considera a cada seccién como elementos
finitos de viga. Cada elemento tiene una longitud r y presenta una seccion transversal y
rigidez constante a lo largo del elemento finito de viga. Los desplazamientos y rotaciones
se describen en el sistema referencia (z,y, z). El origen O esta ubicado en el extremo
izquierdo de la viga y se sitia en la linea que pasa por el centro cortante de la seccién
transversal de la viga como se observa en la figura 3.9.

Y

|
|
s W >
uJ Centro cortante de la Fie del dlabe

seccibn transversal

S

Figura 3.9: Formulacién de la viga mediante elementos finitos.

Se somete la viga a cargas puntuales nodales correspondientes al caso II del capitulo
2. Dado que la viga esta sometida a cargas transversales se emplea la matriz de rigidez
de un elemento finito de viga para deformaciones transversales descrita por (3.65). Se
realiza una formulacién de la viga mediante elementos finitos unidimensionales de viga
aplicando (3.66) y se resuelve Kd = f para d.

K = ;K@ y f= Zl F© (3.66)

Como resultado se obtuvo que la deformaciéon maxima calculada fue de 0.0135m,
posteriormente se obtiene las deflexiones en el software comercial donde se obtuvo una
deflexién de 0.0145m como se observa en la figura 3.10, se obtuvo un error porcentual de
0.08 %
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Figura 3.10: a) Deformacion del dlabe calculado. b)Validacién de la deflexion del dlabe en
un software.

3.7 Conclusiones

En este capitulo se presentd y se aplico la teoria correspondiente a los elementos fi-
nitos unidimensionales para determinar las deflexiones en vigas considerando la teoria
de vigas de Timoshenko. Para corroborar dicha teoria se emple6 un ejemplo estandar co-
rrespondiente a una viga empotrada libre con una carga distribuida sobre dicho elemento,
obteniéndose resultados satisfactorios con respecto a los resultados determinados a través
del software comercial. Posteriormente se aplicé en el dlabe de estudio, donde los resulta-
dos obtenidos fueron aceptables con respecto a lo determinado con el software comercial.
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Capitulo 4

Modelado cinematico del aerogenerador

4.1 Introduccion

La importancia del modelado cinemdtico no puede entenderse sin hacer una breve
descripcion del modelado dindmico de un cuerpo, la dindmica estudia los cuerpos en mo-
vimiento y causas que lo producen, por lo tanto, para evitar contratiempos durante el
estudio de la dindmica, es deseable primeramente una funcidn vectorial que permita des-
cribir tal movimiento, el cual es campo de estudio de la cinematica.

El andlisis cinemético puede abordarse desde dos enfoques, el enfoque de cinematica
directa y el de la cinemadtica inversa, dependiendo de las variables conocidas del pro-
blema. El problema cinemético directo consiste en determinar la posicion de las juntas
articulares dado los parametros y desplazamientos relativos de las articulaciones, asi co-
mo sus derivadas primera y segunda con respecto al tiempo [24]. El problema cinemético
inverso para cadenas cinematicas compuestas consiste en determinar los valores de las
variables que definen los pares inferiores que integran al sistema articulado y su variacion
con el tiempo dado las trayectorias de posicion, velocidad y aceleraciéon de cada uno de
sus eslabones.

En este capitulo se realiza el modelado cinematico directo del aerogenerador, se halla
la funcién angular vectorial que permite describir la posicion de un elemento del 4labe,
asi como sus derivadas primera y segunda con respecto al tiempo. Después, se determi-
na la velocidad angular del rotor edlico y géndola considerando condiciones reales de
operacion de los aerogeneradores, posteriormente, multiplicando la funcién vectorial de
posicion y la funcién vectorial de velocidad angular de determina la funcién vectorial de
velocidad lineal de un elemento del dlabe en funcidn de la velocidad del viento, finalmente
se presenta un andlisis de velocidad y aceleracion lineal de la punta del dlabe a diferentes
casos de operacion.
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4.2 Determinacion de modelos cinematicos de posicion,

velocidad y aceleracion lineal

Determinacion del modelo cinematico de posicion

Para determinar el modelo cinemético de posicidn se utiliza en enfoque de la cinemati-
ca directa de posicion el cual consiste en encontrar la funcién vectorial u,, € R? dada la
funcién vectorial de posicién @ € R? en las juntas articulares. Se utiliza el método de
Denavit-Hartenberg (D-H) descrito en el apéndice C, primeramente se asignan marcos de
referencia a cada junta articular, empezando por la base de la torre (X1, Y7, Z1), centro
de masa de la géndola (X5, Y5, Z5), centro del rotor (X3, Y3, Z3) edlico y centro de masa
del alabe (X4, Yy, Z4), como se observa en la figura 4.1. Se considera que el rotor gira
en el sentido de las manecillas del reloj en una vista frontal, se considera a los elementos
articulados que van desde la base de la torre hasta el centro de masa del dlabe como una
cadena cinemdtica abierta.

Zy Y, Alabe 1

[ ]
Puit\ta dse,
del dlabe 9
1 4
Zsl F-. 2m
0, JoN T
O ls 2 X
X 1
. P 65 oS 2 N 6,
oo e 2 i
Alabe 3 3 .
de la géndola X3 \é o Atabe 2
Centro 2 .
de rotacion
6, del buje
> .
g™
Y
Zl
: Centroide
de la raiz
' delatorre —X>
1
. .z 24 e
(a) Marcos de referencia. (b) Relacion geométrica

entre alabes.

Figura 4.1: Asignacién de marcos de referencia en las juntas articulares del aerogenerador.

Una vez definido los marcos de referencia y la relaciéon que existe entre dlabes se
identifican los parametros D-H, siguiendo la metodologia del apéndice C, para cada uno
de los alabes, las cuales se muestran en la tabla 4.1.

Tabla 4.1: Tabla de parametros y variables.

1 0 w/2 h h+7
2 0 =w/2 lg 0
Alabel 3-4 0 0 ry+1, 05
0
0

Alabe 2 3-5 0 71+l 0,+21/3
Alabe 3 3-6 0 71,4+l 05+4n/3

Donde,
h : es la altura de la torre
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lg : es la longitud de la géndola
rp - es el radio del eje del rotor a la raiz del dlabe
l, : eslalongitud de la raiz del dlabe a la punta.

Sustituyendo los parametros y variables de la tabla 4.1 en las ecuaciones ( C.1) y (
C.5), se obtienen los vectores de traslacion y las matrices de rotacion

[G,l’z]l =aj] = [0, O, h]T (41)
—001 0 —801
[Ql,zh = Q1 = —s0; 0 cty 4.2)
0 1 0
[a2,3]2 = az = [0, 0, ZQ]T 4.3)
CQQ 0 —802
[Q2,3]2 =Q2=| sth 0 cts 4.4)
0 -1 0
693 —893 0
[Q3,4]3 =Q3=| stz cts 0 4.5)
0 0 1

Por lo tanto la funcién vectorial que parte de la base inercial al OT (centro de masa alabe)
es:

Uy = a1 + Qra2 + Q1Q2as3 (4.6)

—lgsin (61) — (lo + 1) cos (61) sin (62)
Uy = | lgcos(01) — (I, + 7p)sin (6;) sin (02) 4.7)
h — (la + 1) cos (62)

El vector de posicion u obtenido (4.7) depende de 6, y 65 que corresponden a la posi-
cion angular de la gondola y posicion angular del rotor edlico respectivamente.

Con la finalidad de simplificar operaciones y ademas tener funciones vectoriales que
describan a cada junta articular se realiza una recursion progresiva, dicho método consiste
en partir de la base inercial e ir describiendo la posicién de cada junta articular posterior

en términos de la junta articular anterior, referidas a la base inercial.

Recursion progresiva para rotaciones, para la base inercial X1, Y7, Z;
P =Q: (4.8)
Para la base X, Y5, Zs y base X3, Y3, Z3 son (4.9) y (4.10) respectivamente
P, = PiQ> (4.9)

P = P,Qs (4.10)
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Por lo tanto la cerradura para la rotacion resulta en (4.11)

[Q1,3]1 = [Q1,2]1 [Q2,3]2 [Q3,4]3 = P3 = Ql Q2 QS

(4.11)
Recursion progresiva para traslaciones: Para la base inercial X3, Y3, Z3
S3 — asg (412)
Para base X5, Y5, 75
82 = az + Q283 (4.13)
Para base X1, Y7, Z;

s1=a1+ Q152

(4.14)
Se realiza la representacion grafica del vector de posicion u,, (4.7), en un software
comercial, los datos de entrada fueron 4 = 10, [, = 0.5, 1, = 0.18, [, = 3.

Figura 4.2: Representacion gréfica del aerogenerador.

Se realiza la simulacién grafica del vector de posicion u, haciendo variar la posicion
angular de la géndola 6, para valores de 0, 7/2, w, 3/4m mientras la posicion angular del

rotor #, se mantiene constante, los resultados se muestran en la figura 4.3 donde se puede
observar que la variacion de 6 en efecto representa el giro de la géndola.
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Figura 4.3: Representacion gréfica de la variacion de la géndola, 6.

Se realiza la simulacion del rotor edlico haciendo variar 0, para valores de 0, 7/2, 7y
3/4m mientras #; se mantiene constante, se observa la variacién de 6, en efecto representa
el giro del rotor en el sentido de las manecillas del reloj (ver figura 4.4), por tanto se
concluye que el vector u,, modela la cinematica deseada del aerogenerador.

Figura 4.4: Representacion grafica de la variacién del rotor edlico, 6.

Determinacion de los modelos de velocidad y aceleracion lineal

El problema cinematico directo de velocidad consiste en encontrar la funcion vecto-
rial 12, € R? dada la funcién vectorial de posicién 6 y velocidad @ € R? en las juntas
articulares. Derivando con respecto al tiempo a (4.7) se obtiene

Ty = dy + Qa3 + Qdz + Q1Q20a3 + Q1Q2a3 + Q1 Q2 ds (4.15)

. da 0 da 0 8a
Uy = [6_9;101 + a?l 6raz + Q1 22 an 91Q2a3 + Q1 8%222 fras + Qle 26 ]
. (4.16)
0
dy = | G+ %raz + 53 Qaas, Qi35 + Qu%as, Qa2 |6, @D
03
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Las derivadas parciales pueden representarse de la siguiente forma. Por definicién del
método de Denavit-Hartemberg, a, se obtiene de la siguiente manera:

0 I3 0 092 —892 0 XT3 .%'3692
as = 0] + Q2 0 =10 + 892 092 0 0 = .1’3802 (418)
by 0 by 0 0 1 0 by

Derivando a a5 respecto a 0

Q2  9Q: %3
0

00, 06y

Dado que Q- es una matriz ortonormal, entonces Qng = I, donde I es la matriz
identidad. Por lo que

zs3
daz _ 0Q2 T
80 — 96, QZ QZ O
0

Ademas
—892 —002 0 062 8920 —1

0 0
%(g; Qg‘ = 092 892 0 —892 602 0]l = |1 0 0
0 0 1 0 0 1 0 0 O

A dicha matriz se le denotara como

1
E =

o = O

0
0

o O O

La matriz E es la matriz antisimétrica cuya rotacion es el eje z.

Suponiendo que a = [a,, a,, a.|” y b = [by, b, b,]", entonces;

0 —a. ay b,
axXxb=(ax)b=|a, 0 —a,| |b,
—ay G 0 b,
si el vector e = (0,0, 1]7, entonces;
(ex)=FE

Por lo que

%%22 = (eX)az

En general, las derivadas parciales de las funciones vectoriales pueden determinarse apli-
cando el producto vectorial entre el vector axial (ex) y la funcién vectorial.
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Por lo tanto (4.17) puede determinarse de la siguiente forma

0

U, = [e X 51 Pi(ex s2) Pylexs3)]< 06 (4.19)
05

Uy, = J6 (4.20)

Donde J es conocida como la matriz Jacobiana y 6 es la funcién vectorial de veloci-
dad angular.

3.683 cos (6-) 9; cos (1) — 2 cos (A1) — 3.683 sin (6 ) sin (65) él
Uy = 4 3.683 cos (62) 0o sin (61) — 2sin (61) + 3.683 cos (61) sin (62) 64 (4.21)
—3.683 sin (92) 92

Derivando con respecto al tiempo a la ecuacion (4.20), se obtiene la funcion vectorial
de aceleracion lineal, esto es

iy =JO + JO (4.22)

Donde 6 es el vector de aceleracién angular, J es la derivada con respecto al tiempo
de J, la cual es equivalente a

. oJ .
J=—0
00
Haciendo uso del vector axial, la derivada parcial de dicha matriz se puede determinar
como

o e X (e X s1) e X Pi(e X s3) e X Py(e X s3)
50 = eX Pi(exXsy) eXxP(eXsy) eXPPseXss)
eX Py(exs3) ex PiPy(e X s3) eX Py(e X s3)

J es conocida como la matriz Hessiana.

Sustituyendo datos de entradas dados anteriormente, tenemos

(v
i, = 4 il (4.23)

U

Donde

il = 23.6830 cos (61) cos (63) 4 61 (—3.683sin (6;) sin (f) — 2 cos (61)) + 262 sin (6;)
—3.6836% sin (6,) cos (01) — 7.366050, sin () cos (62) — 3.68362 sin (6;) cos (6;)
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Uy:

01 [3.68 sin (65) cos (61) — 2sin ()] 4 3.686; sin (6;) cos (65) — 3.686% sin (6;) sin (6,)
— 3.6802 sin (0;) sin (65) — 262 cos (1) + 7.36640; cos (6;) cos (65)

ii, = —3.6836, sin (Ay) — 3.683602 cos (6,)

4.3 Determinacion de la trayectoria del espacio articular

del rotor

Se determina la funcién que describe la trayectoria de una junta articular a manera
de ejemplo por su simplicidad, dicha junta articular describe una trayectoria lineal (ver
figura 4.5) y posteriormente se aplica el mismo procedimiento para determinar la funcion
de la trayectoria articular de la géndola y rotor del aerogenerador.

qi

trayectoria

q(t)

A

tiempo

ti-1 t ti

Figura 4.5: Trayectoria de la funcién de posicion de la junta articular.

Dado el desplazamiento y el tiempo inicial de una determinada junta articular (g;_1,
t;—1) y el desplazamiento y tiempo final (g;, ¢;) de dicha junta, se determina el desplaza-
miento de dicha junta articular como una funcién del tiempo ¢(t), V t € [t;_1, ;] satisfa-
ciendo las restricciones de inicio y final de recorrido. Se propone una funcién lineal para
tal caso

P(t) = ap+ ast

Imponiendo condiciones iniciales y finales de recorrido, se hallan dos ecuaciones con dos
incognitas. Después, resolviendo simultdneamente el sistema de ecuaciones se halla las
incognitas ag y a;.

_ _ ap = Qi—1 — ar(ti—1
P(ti_1) = qi—1 Qi—1 = ag + a1 (ti—1) ?]z ‘ (tiz1)
i — Qi-1
P(t;) = q; ¢ = ap + a1 (t;) a; = .
N ~— y . i — tic1 )
Condicidnes, inicial y final. Sistema de ecuaciones

~
Valores de ag y a1
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Sustituyendo ag y a; en la funcién lineal propuesta, se halla la funcién que describe la
trayectoria articular deseada que satisface condiciones de inicio y final de recorrido.

P(t) = qi1 + (¢ — qi—1) - (%)
NG -~ > N /

lugar geométrico perfil de trayectoria

Se puede observar que la funcién P(t) depende de ¢, donde el término ¢t € [0, 1]
V't € [ti_1,t;], es decir que dicha funcién se puede generar de forma exclusiva a través
de una funcién independiente del tiempo, la cual se le conoce como perfil de trayectoria,
y una funcién que contiene las posiciones de las juntas articulares al cual se le conoce con
el nombre de lugar geométrico.

4.3.1 Determinacion de las funciones de trayectoria de la gondola

Antes de modelar las trayectorias del espacio articular de la gondola se debe conocer
la forma de operacion, se sabe que el giro de la gondola permite reorientar el rotor de
tal forma que pueda captar la maxima cantidad de energia posible y también para evitar
vibraciones excesivas, este giro se da principalmente cuando hay cambios significativos
en la direccion predominante del viento. Mediante un sensor de direccion de viento se
mide la orientacion de la géndola respecto a la direccion del viento predominante durante
un lapso de tiempo determinado, esto es debido a que el viento cambia de direccion de
forma aleatoria y no es factible que la géndola cambie de direccién en tiempo real, si la
desorientacién de la géndola es mayor a un valor establecido, entonces el mecanismo de
orientacion de la géndola ejecuta la reorientacion.

Dicho lo anterior, se sabe que antes de iniciar el giro de orientacion la géndola esta
en reposo, por tanto la velocidad y aceleracion angular deben ser cero, y por otro lado al
término de la orientacion es conveniente también que la velocidad y aceleracion angular
sean cero, para evitar sobresaltos.

Dado las condiciones anteriores, se propone un polinomio de séptimo grado para des-
cribir la posicién de la trayectoria articular, esto con la finalidad de poder controlar la
posicion, velocidad y aceleracion de la géndola durante el giro, se obtiene las derivadas
primera y segunda de dicho polinomio para hallar los modelos de velocidad y aceleracion
respectivamente

P(t) = art” + agt® + ast® 4+ agt* + ast® + ast® + art + ag
P(t) = 7a7t6 + 6(16t5 + 5a5t4 + 4a4t3 + 3a3t2 + 2a2t + aq (424)

P(t) = 42a7t° + 30agt* + 20ast® + 12a4t* + 6ast + 2a,

Imponiendo condiciones iniciales, intermedias y finales en (4.24), se determinan ocho
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ecuaciones lineales con ocho incégnitas,

P(0) =0 P(t;/2) = 3 Plty) =1
P(0) =0 P(t;/2) = Wmas P(t;) =0
P0) =0 Piy=0o @
N\ / N - 7
Condiciones iniciales Condiciones intermedias Condiciones finales

Se aplican las condiciones (4.25) a (4.24) obteniéndose ocho ecuaciones con ocho incogni-

tas, posteriormente resolviendo tales ecuaciones se hallas las incégnitas ag, ay, ...., as.
o o o _ 32(wmaxt;—2.1875) _ 160(wimaxt f—1.96875)
ag = 07 a; = 07 Qg = 07 az = — t:} ) a4 = t‘}
_ 288(wmaxt;—1.89583) _ 224(wimant—1.875) _ 64(wmaxt;—1.875)
a5 = — 75 y Qe = 76 ) ar=———p7

f f

(4.26)
Sustituyendo las incégnitas halladas en la expresion (4.24), se obtienen finalmente perfiles
de trayectoria de la géndola.

P(t) =
6417 (t pwmax — 1.875) 2241 (£ pomax — 1.875) 2887 (¢ pwmax — 1.89583)
B 7 + 16 B £5
f f !
160t% (t pwmax — 1.96875) 3263 (t pomax — 2.1875)
+ i + 3
! !
(4.27)
P(t) =
A48 (f pwmax — 1.875)  13441% (t pwmax — 1.875)  1440t* (£ jwmax — 1.89583)
B t7 + {6 - 5
f ! f
64013 (¢ pwmax — 1.96875)  96t2 (t jwmax — 2.1875)
+ 4 B 13
f f
(4.28)
P(t) =
268815 ( fwmax — 1.875)  6720t* (£ jwmax — 1.875)  BT60L® ( jwmax — 1.89583)
B t7 + £ B 15
f f f
19208 (t pwmax — 1.96875) 192t (£ pwmax — 2.1875)
+ 4 - £3
f 7
(4.29)

Donde ¢ es el tiempo, ¢ ¢ es el tiempo que tarda el giro en pasar de una posicion angular ini-
cial a una posicién angular final, wy, s, €s un parametro que permite controlar la velocidad
angular maxima es cual esta dada por wys, = ¢ * (1/t), donde ¢, es un pardmetro adi-
mensional que permite controlar los perfiles de trayectoria, el cual variade 1.875—2.1875.

Una vez determinado el perfil de trayectoria se acopla al lugar geométrico de la tra-
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yectoria para determinar las funciones que describen la posicion, velocidad y aceleracion
lineal de la trayectoria articular.

0, = 61, + AOP(t) (4.30)
0, = AOP(t) (4.31)
6, = —AOP(t) (4.32)

Donde A = 812 — 811
011, 012 : Son la posicion angular inicial y final respectivamente.

Caso de estudio

Se simula el caso en el que la géndola esta ubicado a #,; = 70° respecto a un marco de
referencia y experimenta una desalineacion angular respecto a la direccion predominante
de viento de 20°, ¢, = 90° y la géndola se orienta en un tiempo de 10 segundos. Se
considera que la gondola parte de reposo con velocidad y aceleracion cero, y al final del
recorrido las velocidades y aceleraciones son igualmente cero. Por tanto se sustituyen
los datos en las funciones que describen las trayectorias articulares, ademas se elige ¢ =
1.875, los resultados obtenidos se en la figura siguiente.
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elocidad angular
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aceleracion angular [radlsz]
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0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
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() (b) (©)

Figura 4.6: Trayectoria de la junta articular de la géndola.

En la figura 4.6a se muestra el comportamiento de la posicion angular de la géndo-
la, el cual inicia en 1.22 radianes, (70 °), y termina en 1.57075 radianes, (90 °), lo cual
cumple las condiciones propuestas. En la figura 4.6b se observa el comportamiento de la
velocidad angular respecto al tiempo, se observa que inicia con velocidad angular cero,
posteriormente alcanza su méaxima valor de velocidad angular a la mitad del recorrido de
orientacion y al final del recorrido tiene velocidad angular igual a cero, lo cual es un com-
portamiento deseado. En la figura 4.6¢c se observa el comportamiento de la aceleracion
angular, se observa que al inicio y al final del recorrido se tiene aceleracion cero, lo cual
cumple con las condiciones establecidas.

4.3.2 Determinacion de la funcion de trayectoria del rotor eélico

Para determinar la funcién de velocidad angular del rotor se considera el funciona-
miento real de los aerogeneradores, el cual se puede dividir en tres fases. En la fase [ el
rotor de la turbina edlica esta en reposo debido a que la potencia del viento no es suficien-
te para vencer la friccion e inercia del aerogenerador, el limite superior de esta fase es la
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velocidad de arranque U;.

En la fase /1, también conocida como zona de operacién normal, la potencia del vien-
to no es suficiente para producir potencia nominal. En esta fase se busca extraer la maxima
potencia posible mediante una estrategia de control, por ejemplo, el seguimiento del pun-
to de potencia maximo, el rango de operacion de esta fase va de velocidad inicial U; a
velocidad nominal U,,,,. Tipicamente los aerogeneradores de control emplean dicha es-
trategia de control, el cual consiste en operar en el coeficiente de potencia 6ptimo C'p,,q..-
El Cp,nq. se alcanza a la velocidad especifica de disefio \y;., para operar a C'p,, ., prime-
ro se obtiene la velocidad del viento mediante un sensor y después se controla la velocidad
angular del rotor edlico via el torque electromagnético, de tal forma que la relacién entre
la velocidad angular y la velocidad de viento U sea tal que A = \,,;. Como w = %
y dado que A,,; y R son constantes, entonces la velocidad angular 6ptimo del rotor edli-
co es directamente proporcional a la velocidad del viento. Con dicho comportamiento se

garantiza que a cualquier velocidad de viento dentro esta zona se estard operando a C'p;,q..-

Finalmente la fase /71, esta comprendido desde U, hasta la velocidad de corte Uy.
Cuando el rotor experimenta U,,,, el generador empieza a producir potencia nominal,
a medida que la velocidad del viento incrementa la produccién de potencia también lo
hace por que se da el caso en que el generador eléctrico falle por tanto la produccién de
potencia debe reducirse cercano a su valor nominal mediante sistemas de control dando
como resultado una velocidad angular constante como se observa en la figura 4.7.

/

Velocidad angular {u

/

Figura 4.7: Comportamiento tipico de la velocidad angular en funcién de la velocidad del
viento.

Velocidad del viento (U]

Determinacion de las trayectorias del espacio articular del rotor edlico

Una vez conocido el comportamiento tipico de la velocidad angular del rotor edlico
(ver figura 4.7) son deseables modelos matematicos que describan tal comportamiento,
en este trabajo se hallan trayectorias para describir la velocidad angular del rotor edlico
antes descrita de tal forma que satisfaga condiciones de posicién angular y ademas que
la trayectorias de aceleracién angular tengan un comportamiento suave. Se propone un
perfil de aceleracién media sinusoidal (4.35), posteriormente se halla la trayectoria para
velocidad y posicion mediante la integral primera y segunda respectivamente.
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U

92 Asin A_u (433)

: A T

0y = —;Au cos(A )+ ki (4.34)
A

0y = ——2(Au) Sln( ) + kyu + ko (4.35)
T

Au
Imponiendo condiciones iniciales y finales, tenemos
Gg(ul) = 91, 92(”1) = Wwh, éQ(UQ) = Wy (436)

Resulta en un sistema de ecuaciones, resolviendo dicho sistema de ecuaciones se de-
termina las incégnitas A, ky, ko, por tanto tenemos

TAw sin (%)

b2 = Au [cos (72‘5) cos (—u)} @37
4, ~Awcos (F7) +wp cos () — wicos (52) (4.38)
: cos () — cos (%2) |

_ 1 n m - )
O = 7 Toos (22 — cos (2] [—AuAw sin (Au> + 7 cos <Au> (61 + wo(u — wy)]
— T COoS (%) [91 + uwy — Ulwd + AuAw sin (1“:)]

(4.39)

Donde Au = uy — u1 y Aw = wy — wy

Caso de estudio

La velocidad angular es determinada por el control del punto de potencia méximo y
esta definida mediante w = %u, por otro lado la velocidad del viento es aleatorio e im-
predecible. Para determinar la velocidad angular se hace uso de la velocidad del viento
promedio en un lapsos de tiempo determinado, durante dicho lapso de tiempo el rotor
operara a velocidad angular constante. Una vez determinada la nueva velocidad promedio
el rotor se ajustara a la nueva velocidad angular determinada por el control de seguimiento
de punto de potencia maximo. Cuando la velocidad angular es constante su aceleracion es
cero, por tanto, es conveniente que al inicio y final del cambio de velocidad la aceleracion
sea cero.
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Se analiza el caso en el que el aerogenerador experimenta un cambio de velocidad
de 0 m/s a 11.2 m/s y posteriormente se analiza el caso cuando el aerogenerador ex-
perimenta un cambio de velocidad de viento de 10 m/s a 11 m/s. En el primer caso el
aerogenerador parte de reposo, por tanto la posicion, velocidad y aceleracion angular son
0, = 0,6, =0 y 6, = 0, después, se sabe que la velocidad angular del aerogenerador
esta determinada por el control de seguimiento de potencia miximo w = %u, por tanto la

velocidad angular final es wy = %.u #, por otro, lado la aceleracion final convenientemente
debe ser cero, esto para evitar sobresaltos.

Se sustituyen los datos de entrada en u; = 0, us = 11.2m/s, ; =0, A =6.7, R =

3.189m wy; = 0, wy = 22.3 rad/s, en (4.37),( 4.38), (4.39) y se determina la posicion,
velocidad y aceleracién angular del rotor los cuales se observan en la figura 4.8
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o 3 @
angulal
o

)
)

8 oo
4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Velocidad del viento [m/s] Velocidad del viento [m/s]
() (b) (©)

0 2 4 6 8 10
Velocidad del viento [m/s]

o
N

Figura 4.8: Trayectorias angulares del rotor edlico.

En la figura 4.8 se observa que tanto la posicion, velocidad y aceleracion angular

cumplen las condiciones impuestas, ademas se observa que la aceleracion tiene un com-
portamiento suave.

En un segundo caso de estudio se simula el caso cuando el rotor opera a 10 m/s
de forma constante y experimenta un cambio de velocidad de viento a 11.2 m/s. Se
sustituyen los datos de entrada u; = 10 m/s, uy = 11.2m/s, 61 =0, A =6.7, R =
3.189 m, en las expresiones de posicidn, velocidad y aceleracion de la trayectoria articular
del rotor edlico, los resultados se observan a continuacion.

N
=]

o

Posicién angular [rad]
o

s
Velocidad angular [rad/s]
N
°

10.0 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 10.0 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0 10.0 10.2 10.4 10.6 10.8 11.0
Velocidad del viento [m/s] Velocidad del viento [m/s] Velocidad del viento [m/s]
(a) (b) (©)

Figura 4.9: Trayectorias angulares del rotor edlico durante un cambio de velocidad del viento
de 10 m/sall.2m/s.

En la figura 4.8 y 4.9 se observa los comportamiento de la posicion, velocidad y acele-
racion angular del rotor edlico, dado condiciones de operacion de la trayectoria del espa-

cio articular. Se observa también que se tiene control de la velocidad angular y aceleracion
maxima.
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4.4 Determinacion de la velocidad y aceleracion de la pun-

ta del alabe

Se analiza el caso cuando el rotor experimenta un cambio de velocidad de viento de
u; = 10 m/s auy = 11.2 m/s, por lo que el control de seguimiento del punto de poten-
cia miximo ajustard la velocidad angular del rotor de w; = 21 rad/s a wy = 23.3 rad/s
de forma suave, por otro lado, simultineamente la géndola experimenta una desviacién
respecto a la direccién predominante del viento de 20° pasando de una posicion #y; = 70°
a 90° en un tiempo ¢ f = 10s de forma suave .

Se determina la velocidad de la punta del 4labe sustituyendo (4.31) y (4.38) en (4.21)
(ver figura 4.10)a, finalmente se sustituye (4.32) y (4.37) en (4.23) para obtener la acele-
racion lineal de la punta del dlabe el cual se observa en la figura 4.10b.
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Figura 4.10: Velocidad y aceleracidon angular de la punta del dlabe.

4.5 Conclusiones

En este capitulo se determinaron de forma sistemética los modelos cineméticos para
determinar la posicion, velocidad y aceleracion lineal de la punta del dlabe o de cualquier
otro punto de interés en el aerogenerador. Asi mismo se planearon los trayectorias de po-
sicion, velocidad y aceleracion en el espacio articular del mecanismo de reorientacion del
aerogenerador, de acuerdo a requerimientos de operacion del aerogenerador. Tanto las tra-
yectorias del espacio articular como los modelos cineméticos fueron programados en un
software comercial para su visualizacion y verificar la simulacién de su funcionamiento.

62



Capitulo 5

Modelado dinamico del aerogenerador

5.1 Introduccion

En este capitulo se determina el torque en la juntas articulares 6, y 65 requeridas
para orientar la géndola y el rotor del aerogenerador con las velocidades y aceleraciones
impuestas en el capitulo anterior, tal formulacion se realiza mediante la dindmica de Euler-
Lagrange. Ademas, se determinan los momentos inducidos en X3, Y3, Z5 en la raiz del
alabe debido a los movimientos simultaneos de la gondola y del rotor edlicos mediante
las ecuaciones de dindmicas de Newton-Euler.

5.2 La dinamica de Euler-Lagrange

La ecuacién de Euler-Lagrange para un sistema con n grados de libertad descrito por
coordenadas generalizadas ¢, qo, ..., q, €s [27]

dor or ov . -
dt@éj o0, +89j =[f7=12..n 5.1
Donde, T : Energia cinética total del sistema de cuerpo rigidos, correspondientes a los
eslabones del manipulador.
V' : Es la energia potencial total de los eslabones que conforman el sistema medidos desde
la base inercial del sistema al centro de masa de cada uno de los eslabones.
J; : Fuerza generalizada demandada en la j-€sima junta articular.

0,6 : Posicién y velocidad de las juntas articulares.

Tomando ¢ = [q1,¢2, ..., ¢, con el vector de coordenadas generalizadas, entonces
(5.1) puede ser representada como:

dor or oV

—=fhj=12,.. 5.2
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5.2.1 Energia cinética

La expresion general para la energia cinética de i-ésimo cuerpo rigido con masa m;
que se mueve de tal forma que la velocidad de su centro de masa sea 7°; y su velocidad
angular sea w;, estd dada por [24], [28].

1 m
T=3 > (it P + w] Liw;) (5.3)
i=1

Donde:
1:1=1,2,...,n; donde n Es el nimero de eslabones moviles.

m : Es masa del i-ésimo eslabon.

r; : Vector de posicion que parte de la base inercial al centro de masa del i-€simo eslabon.
7; . Velocidad lineal en el centro de masa del i-€simo eslabon medido en la base inercial.
w; : Velocidad angular del i-ésimo eslabén medido en la base inercial.

I; : Matriz de inercia del i-ésimo eslabén medido en su centro de masa y referenciado a
la base inercial.

Donde 7; estd dada por

i =J,q, i1=12,...n 5.4
El cual es equivalente a
)
G2
7i=leX sy PileXxsy) Pyexss) ... Pi_i(exs;)] P (5.5)
~ :
\ qu ),
q

Por otro lado w;, se define como

wi = Ju,qi (5.6)
El cual es equivalente a
’h
G2
wi = e1q1 + ezGa + ... + engn = [e1,€2,...,€;] | . (5.7)
—_————
Jo,;
L4).
~——
4
J.,; se puede obtener a través de
8(.0,'
Jwi = . [617627"'76’1:] (58)
aqj

64



y e;, son los vectores de rotacion referidos a la base inercial,

lei], = Q1Q2,....Qre=¢; (5.9)

A su vez I es el momento de inercia referido a la base inercial, la cual es determinado
a través del momento de inercia medido en el centro de masa, I.;, esto es

I, = PI;P] (5.10)

Por tanto empleando (5.4), (5.6) y (5.10) la expresion (5.3) es

1 m
T =4g" 5 > midy i+ I PPl Jui | g (5.11)
=1

5.2.2 Energia potencial

La energia potencial almacenada en el eslabén ¢ del mecanismo es definido como la
cantidad de trabajo requerido para elevar su centro de masa de un plano de referencia
horizontal (ubicado en la base inercial) a su posicién actual.

Con referencia a la base inercial, el trabajo requerido para desplazar el eslabén ¢ a la
posicién r; es —m; g’ r;, donde g7 = [0, 0, —9.81]" con unidades de [m/s?|

V= —mlgTrl, —mggT'r’g—, cee —migTri = — Z mingr,- (5.12)
i=1

5.2.3 Determinacion del torque en las juntas articulares 6; y 0

Se determina la energia cinética empleando (5.11), por tanto

2
1
T=-4" |y middvi+ J5 Pl Pl Jui| 4 (5.13)
2 i=1
Donde,
Jo, =[exs1 Pilexss) ... Pi_i(eXs;) (5.14)
Jo, = [e1X Pi(eax) ... P;_1(e3x)] (5.15)
Donde e; = [0 0 1}T es el vector axial, Py, y P, corresponden respectivamente a

(4.8) y (4.9). I.; son las matrices de inercia de masa medido en su centro de masa de cada
eslabon, el cual tiene la forma,

]m2la:ac Im?lxy Ilezz
Icz': Im?l:cy Im21yy Im21yz (516)

[m21zm [m21zy Ilezz
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Se determina la matriz de inercia de masa del alabe /., mediante un software comer-
cial, el cual tiene componentes: I;,21,, = 11.148, I,,914y = —0.004, I,,21,. = 0.009,
Imorye = —0.004, 191y = 11.186, In21y. = 0.019, 01, = 0.009, 191,y = 0.019,
I1491.. = 0.057 siendo el mismo para los tres dlabes. De igual forma se determina la ubi-
cacion de los centros de masa los cuales se observan en la figura 5.1, para la géndola se
considera que esta ubicado a una distancia l.,,; = 0.5/, y el centro de masa del dlabe esta

a lemo = 0.3015], y sus respectivas masa son, para la gondola m; = 120 kg y para el
alabe mo = 21.07 kg.

Figura 5.1: Ubicacién de los centros de masa.

Se determina la energia cinética del aerogenerador (5.17), los cuales incluyen al con-
junto de alabes y la géndola, mediante (5.13).

1 .
T :Z(Q%(lely + 3 COS (292) (Im21zz - Im21a:a:) + 3]m21:t:c - 3 sin (292) (Im21a}z + ]m21zx)

+3[m21zz + Qnglml + 3m21 ((lch + rb)z + 2l92)) + 692é1 (COS (92) (Im21yz + ]m212y>
- SiIl (02) (ImQIxy + ]m21yac>> + 60; (]mQIyy + m21(lcm2 + rb)Q))
(5.17)

Posteriormente se emplea la ecuacion de E-L (5.1) para hallar el torque en las juntas
articulares, para el caso j = 1y j = 2 se halla el torque 71 en la junta ¢, y 7 en la
junta 6, respectivamente, los cuales permiten reorientar la géndola y girar el rotor edlico
bajo las condiciones descritas en el capitulo 4. En las figuras 5.2a y 5.2b se observa el
comportamiento del torque en funcion del tiempo para tal caso de estudio.

66



=N
o

600
500
L 400
300
2. 200
100

=N
L3 -

1
=N 1
o o

o

Torque en la junta articular 6; [Nm]
1
o o

Torque en la junta articular 8; [Nm]

0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
Tiempols] Tiempols]

(a) (b)

Figura 5.2: Torque en las juntas articulares 67 y 6s.

El torque en la junta articular ¢ estd dada por (5.18) en el cual se puede identificar tres
términos, los cuales son el torque debido a la aceleracion tangencial 77, el torque debido
a la aceleracidn de coriolis 7¢,,, y €l torque debido a la aceleracién centrifuga 7¢,, En las
figuras 5.3a, 5.3b y 5.3c se puede observar el comportamiento de dichas componentes en
funcidn del tiempo.

71 = 71, (61, 02) + Toor, (01, 62) + 70, (62) (5.18)
T =
3 . . 2 .
§(COS (62) (]m21yz + ]mZIZy) — s (92) (Im21xy + Im21yx))02 + (glmly + Im21xx + Ilezz) 91

3 ..
+§(m1lfml + mo1 ((lcmZ + Tb) 2 + 2 ng) + cos (2&2) (ImZIZz — m21xx))01

3 . .
—|—§ (sin (202) (Im21xz + Im212x)) 01

TCor1 = — 3 (Sin (262) ([m21xx - [m2lzz) + cos (262> <[m21xz + [mZIZx)) 9192

3 _ )
TC, = ) cos (02) (]m21xy + Ipiyx) — sin (62) (Ima1yz + ]m212y) 93
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Figura 5.3: Torque en la junta 1 debido a las fuerzas inerciales.

Derivando la expresion (5.17) con respecto a 5 se obtiene expresion para el torque en
la junta articular 6, de igual forma se puede observar que tiene componentes correspon-
dientes a aceleracion tangencial y aceleracion centrifuga, a su vez, en las figuras 5.4ay
5.4b se puede observar tales comportamientos respectivamente.

67



Ty = 71, (61, 02) + 70, (67) (5.19)

3

3 _ . )
T, 25(008(92)(Im21yz + Imoizy) — sin(62) (Imoixy + Im2iyx))6h + 5([m21yy>‘92

3
+§ (2m21 (lch + Tb)Q)QQ

3. :
TCy 25 (Sln (202) (ImZIZz - Ilexx) —+ cos (292) ([m2lxz + [mZIZx)) 9%

~ s 600 ~ 0.10
£% 500 23
s 8
R 58, 005
s ° G 400 c g5 O

© c v o 2
T © 8300 T o 000
Z — z ==
S g =20 ° o 8 -0.05
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Figura 5.4: Torque en junta 2 debido a las fuerzas inerciales.

5.3 Las ecuaciones de movimiento de Newton-Euler

De las ecuaciones de movimiento de traslacion de Newton [23], se tiene que

d
Y F= - (mve) = mag (5.20)

Donde,
m : es la masa del cuerpo
Vg, ag : Velocidad y aceleracion lineal en el centro de masa del cuerpo respectivamente.

De la ecuaciones de movimiento rotatorio del cuerpo

d
> M, = (H,) (5.21)

Suponiendo que se tiene dos marco de referencia o bases, donde By = x1,Y1,21 =
xlf, ylf, 21K es la base inercial y B,, = Ty, Yn, 2n = :pn'z, ynj', znlz: es la base local
o movil. Suponiendo que la base inercial o movil B,, gira con una velocidad angular
(2 con respecto a la base inercial B;. El momentum angular en la base mévil es H, =
H,t + H, j + H.k. Por lo que la derivada con respecto al tiempo de las magnitudes de
H,es

(H,),o, = Hyt + H,j + H.k (5.22)
Y

Cuando la derivada con respecto al tiempo de H,, se considera con respecto a B,
las direcciones de la base local cambian debido a la rotacién €2 de los ejes y debido a la
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traslacion por lo que
H,= H,a+ H,j + H.k + H,i + H,j + H,k (5.23)
Considerando que 1= x i,j’ =Q x7, k = Q x k, entonces

H,= (H,),q +Q x H, (5.24)
Ademas H, = I,w, por lo que
M,=H,=I,a+ Q x Iw (5.25)

Donde w: es la velocidad angular total del cuerpo medido desde en el sistema local,
1,: es el tensor de inercia medido con respecto al punto O.

5.3.1 Determinacion de las ecuaciones de movimiento para el meca-

nismo de reorientacion del aerogenerador

La velocidad angular del mecanismo de reorientacion del acrogenrador medido en la
base local correspondiente a By = { X3, Y3, Z3} = { X313, Y373, Z3ks}

Z3
Y,
A
0, <
Centro de
rotacion p
del rotor 2

X;

Figura 5.5: Marcos de referencia en el eje de referencia del rotor.

Wap = Wy + Wy = <915in(92)%3 + 91605(92)’%3 + 9233)

W2t = (9182'71(92);% + 9233 =+ 91005(62)1%3)
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La aceleracion angular esta dado por

At (wat) =

(w1 4+ wa) = as

(6192 cos (0s) + 0,sen (62)> + J30s + ks (91 cos (09) — 0,6, sin (92))
(5.26)

d
dt
=13

Sustituyendo (5.3.1) y (5.26) en (5.25), y dado que sistema Bg esta fijo al dlabe en-
tonces, {2 = waqy;, por lo que se obtiene,

a) Los momentos generados en el caso mas general donde se experimenta fuerzas iner-
ciales debido a aceleracion angular, fuerzas centrifugas y giroscépicas.

Mml
Ml - Myl

le
];m’ _Ia:y _]xz él sin (62) +¢9102 COS (92)

= _]J:y Iyy _]yz . 92‘ ] (527)
_Ixz _Iyz [zz 91 COS (92) — 9192 sin (92)
élsep (0) L. —1,, —I.. élser} (05)

+q . 0 X | ~ly Ly e L
01 COS (92) _]mz _]yz Izz 91 COS (02)

My, =6, (I (Iyz sin (0g) — I, cos (03)) — 050, (cos (02) (Iyg + Iy + I..) — 2I,.sin (0s))

+ 92 cos (62) (Lyysin (62) + 1. cos (6s)) — 92 I, — 0,1 oy

1
My, = 5 (=26, (Iysin (62) 4 1. cos (0a)) + 03 (sin (205) (Lpy — I..) — 21, cos (205)))

+ 26,1,

M., = 050, (sin (02) (—Ipw + Ly + I..) + 21, cos (62))
+ 0% (—sin (63)) (L sin (6) + I,.. cos (6)) + 621,
+ 6, (1., cos (02) — I,.sin (6,)) — Oy1 yz

b) En este caso, se obtienen los momentos inerciales inducidos para el caso cuando la
gbéndola y el rotor giran a velocidad angular constante (no existe aceleracion angular).
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ng 9192 COS (62) [x:c _Ixy _I:J:z

My = My2 = _[zy [yy _Iyz
MZ —9 0 sin 9 _I:ch -1 z Izz
’ 16zsin (62) ’ . (5.28)
leen (02) —1,. Hlser_l (02)
+ —1,. _ 0
0, cos ( 92 I, 0, cos (62)

Mo = —leyz + 050, (cos (02) (—Ixx — Iyy + I,,) — 21y, sin (02))

+ 02 Iy sin (62) cos (62) + I, cos? (65))
My = (—IXZ cos? (63) + sin (63) I cos (6) — sin (6;) I, cos (63) + sin® () IXZ) 9%
M, = (— cos (02) Iy, sin (02) — sin? (6s) Ixy) 92 + 2 cos (65) Ixyégél

+ sin (62) (—Ixx + Iyy + 1,) 050, + IXZ92

c) El momento giroscopico se define como el momento inducido por el producto de ve-
locidades angulares, los cuales corresponden a

Mx3 9192 (00562) [zx _Iacy _[:pz
My={ Myzp=< 0 Ly I, —I,
Mzg —0,0,sin (0 _I:vz -1 z ]zz
o (62) Y - (5.29)
01 sin (62) Lie  —ly —I.| (fisin (02)
+ 0, —Iy I, -1 05

91 <C0892> _[xz _[yz [zz 91 (COS@Q)

Mx3 = COS (92) (_[xx — [yy + [ZZ> 9192 — 2sin (92) [Xzélég
My3 - 0
Mz3 = 2cos (02) Ixzélég + sin (02) (—]mQ + ]y2 + [z2) 9192

5.3.2 Resultados de los momentos determinados en la raiz del alabe

Para determinar las magnitudes de los momentos en la raiz del dlabe, es necesario
determinar el tensor de inercia de masa del dlabe, las magnitudes de las velocidades y
aceleraciones en las juntas cinemaéticas del mecanismo del aerogenerador, esto es la velo-
cidad y aceleracién angular del rotor principal, 0, y 05 respectivamente. Asi como también
la velocidad y aceleracion angular de reorientacion de la géndola, 0, y 0, respectivamente.

Se determina el tensor de inercia de masa medido en la raiz I, del dlabe mediante
un software comercial el cual tiene componentes: I, = 30.533, I, = —0.004, I, =
0.273, I, = —0.004, I, = 30.594, I, = 0.024, I, = 0.273, I, = 0.024, I, =
0.060. Las velocidades y aceleraciones tanto del giro del rotor principal como del giro
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de reorientacion de la géndola fueron determinados en el capitulo 4. Se obtuvieron para
el primer caso un conjunto de velocidades y aceleraciones a partir de las velocidades de
viento y para el segundo caso un conjunto velocidades y aceleraciones de orientacion
determinados a partir de condiciones iniciales, intermedias y finales de recorrido. Dichas
graficas se muestran las figuras 5.6a'y 5.6b.

1.5

© 25 M K] M
8 g
220 e
§ § 1.0 ———— ez[rad]
© 15 ~——&5—— @4[rad] g .
- - 6;[rad/s]
o . o 0.5
- 10 0;[rad/s] e 5 2
E € 85[rad/s?]
g5 84lradis’] & 0.0

0

10.0 102 104 106 108 11.0 11.2 0 1 2 3 4 5

Velocidad del viento[m/s] Tiempo[s]

(a) (b)

Figura 5.6: a) Trayectoria articular del rotor edlico durante un cambio de velocidad del viento
de 10 m/sa1l1.2m/s. b) Trayectoria de la junta articular de la géndola.

En las figuras 5.7, 5.8, 5.9 se muestran los momentos en la raiz del alabe sobre los
tres ejes ortogonales locales los cuales fueron determinados para los tres casos generados
y que corresponden a las expresiones (5.27), (5.28), (5.29), que consisten respectivamen-
te en los momentos M, My, M., generados cuando el aerogenerador estd sometido al
caso a), los momentos Mo, M, M, inducidos en la raiz del dlabe en el caso b) que co-
rresponde cuando el aerogenerador estd sometido solo a velocidades angulares constantes
tanto en el movimiento de la gondola y rotor. Finalmente momentos M3, M3, M3 debi-
do exclusivamente al efecto giroscépico.

En la figura 5.7 se observa el comportamiento de los momentos M, My, M., los
cuales estan definido en (5.27). El momento inducido M,; produce una deflexion fuera
del plano del rotor, tal deflexion se debe al efecto giroscopico y a la aceleracion angular,
se puede observar que dicho momento inducido es alternante y de magnitud considerable.
Por otro lado se puede observar que los momentos M, y M, de igual forma son fuerzas
alternantes pero estas son considerablemente pequenas.
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Figura 5.7: Momentos generados en los ejes principales de la junta 65: caso 1.

En la figura 5.8 se observa el comportamiento de los momentos Mo, Mo, M, del
segundo caso de estudio, de igual forma que en el primer caso de estudio destaca por su
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magnitud el momento en M, en el eje local X3, el cual provoca deflexion fuera del plano
del rotor.
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Figura 5.8: Momentos generados en los ejes principales de la junta 05: caso 2.

En la figura 5.9a se presentan los momentos inducidos exclusivamente por fuerzas
giroscopicas, se observa que en el eje Y3 no se induce momentos giroscopicos y en el
eje Z3 el momento inducido puede ser despreciable, mientras que el momento M3 es
alternante y depende del lapso de tiempo de orientacion de la géndola.
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Figura 5.9: Momentos generados en los ejes principales de la junta 65: caso 3.

5.3.3 Determinacion del comportamiento del momento giroscopico
en un ciclo del rotor

Se determinan el comportamiento del momento giroscopico inducido durante un ciclo
del rotor para ello se seleccionan los valores méximos de momentos inducidos los cuales
corresponden a valores extremos y corresponden a las condiciones iniciales, intermedias
y finales de las trayectorias, de estos tres puntos de la trayectoria el caso mas importante
es el intermedio dado que los puntos iniciales y finales en la junta de reorientacion es igual
a cero, por lo que el seleccionado es el intermedio para presentar resultados y analizar a
éstos.

Como se puede observar en la figura 5.10 se presentan los momentos flexionantes
para el primer caso de estudio, destacan por su magnitud los momentos M, y M, en los
ejes locales X3y Y3 respectivamente, de los cuales el momento M, es de especial interes
ya que provoca la deflexion fuera del plano del rotor edlico. Se pude observar que los
momentos maximos se presentan cuando el dlabe es perpendicular a la fuerza giroscépica
inducida y por otra lado no se induce momento giroscépico cuando el dlabe es paralelo a
las fuerzas giroscopicas inducidas .
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Figura 5.10: Momentos generados sobre la raiz del dlabe vs 62, 05 € [0, 27]: caso 1.

Para el caso 3 se puede observar el mismo comportamiento que el caso 1 donde a
0°,180° y 360° se presenta el maximo momento inducido y para 90° y 270° el momento
giroscopico inducido es cero, como se puede observar en la figura 5.11a
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Figura 5.11: Momentos generados sobre la raiz del dlabe vs 62, 05 € [0, 27]: caso 3.

5.4 Conclusiones

En este capitulo se determind a través de la dindmica de Lagrange el torque en funcion
del tiempo en la junta articular 6, y 5 requeridas para orientar la géndola de tal forma que
describan las posiciones, velocidades y aceleraciones de las trayectorias impuestas en el
modelado cinemadtico. Se determind que se requiere un torque maximo de 15 Nmen 6, y
un torque de 600 N'm para 6. También, se determinaron los torques M, M,,, M enlaraiz
del 4labe a través de las ecuaciones dindmicas de Newton-Euler. En especifico el momento
M, resulté de especial interés dado que provoca la deflexion transversal del dlabe fuera
del plano del rotor y esta fuerza se genera debido al efecto giroscopico. El momento
M, inducido fue de 110/N. Al término de este capitulo de puede concluir que el efecto
giroscopico depende del tiempo de orientacion de la géndola y provoca un momento
alternante en el dlabe fuera del plano del rotor, también se concluye que el momento
giroscopico en la raiz del dlabe varia a lo largo de un ciclo del rotor edlico presentindose
los momentos maximos cuando el dlabe es perpendicular a la fuerza giroscépica inducida,
por otro lado cuando el dlabe es paralelo a las fuerzas giroscépicas inducidas el momento
giroscopico en la raiz del dlabe es nulo.

74



Capitulo 6

Resultados y conclusiones

6.1 Introduccion

En este capitulo se determina la deflexion transversal del dlabe considerando la suma
de fuerzas aerodindmicas y giroscopicas, las fuerzas aerodinamicas fueron determinadas
en el capitulo 2 y corresponde al caso cuando el aerogenerador experimenta condiciones
nominales de operacion, mientras que las fuerzas giroscopicas son las fuerzas inducidas
en el 4dlabe debido al movimiento giroscopico del mecanismo.

6.2 Determinacion de la deflexion transversal debido a

cargas aerodinamicas e inerciales

Se determina el momento inducido por el efecto giroscopio en el dlabe para dife-
rentes casos de estudio. Considerando que el rotor experimenta una reorientacion de
20° se evaluan los casos cuando el aerogenerador experimenta velocidades de viento de
3m/s,8m/sy 11l m/s atales casos les corresponden velocidades angulares del rotor de
6.3 rad/s, 16.8 rad/sy 23.1 rad/s respectivamente, para cada caso se varia el tiempo de
reorientacion de la gondola en 1s, 10s, 20s y se hallan los momentos inducidos en la raiz
del 4labe como se observa en la la tabla 6.1.

Tabla 6.1: Momento inducido en el alabe a diferentes casos de estudio.

U (m/s) 0y (rad/s) t(s) My (Nm)

1 300
3 6.3 10 30
20 15
1 800
8 16.8 10 80
20 40
1 1100
11 23.1 10 110
20 55
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Posteriormente se determina la distribucion de cargas giroscépicas a lo largo del eje
longitudinal del dlabe como se observa en las figura 6.1 para lo casos cuando la géndola
se reorienta a diferentes lapsos del tiempo.
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(a) (b) (©)
Figura 6.1: Distribucién de fuerza normal debido al momento giroscépico a lo largo del
eje longitudinal del 4labe. a) Tiempo de reorientacién 1s b) Tiempo de reorientacién 10s c)
Tiempo de reorientacién 20s.

Se puede observar que la distribucion de fuerza giroscépica a lo largo del dlabe esta
relacionada con la distribucion de masa a lo largo del dlabe, en el primer tercio de la lon-
gitud del dlabe la fuerza giroscopica incrementa esto se debe a que en esta zona la masa
también se incrementa dado que es la zona estructural del 4labe, posteriormente a ello
la fuerza giroscopica disminuye debido a que el dlabe se vuelve mas esbelto en la zona
aerodindmica. Observando las figuras 6.1a, 6.1b y 6.1c Se puede apreciar que a mayor
lapso de tiempo de orientacion de la gobndola menor es la fuerza giroscéopica inducida.

Se determina la deflexion del alabe considerando la sumatoria de cargas aerodinami-
cas y fuerzas giroscopicas, para determinar la deflexion del dlabe se emplea una formu-
lacion mediante elementos finitos de viga de manera similar al método empleado en el
capitulo 3. Se realiza una comparacion de tales deflexiones con las deflexiones obtenidas
considerando exclusivamente cargas aerodindmicas (sin considerar efectos giroscopios),
tales resultados los resultados se presentan en la tabla 6.2, mientras en la figura 6.2 se
puede apreciar dicha comparacion para el caso cuando la géndola se reorienta en 1s.
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Figura 6.2: Deflexion del dlabe debido a fuerzas aerodindmicas y giroscopicas.
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Tabla 6.2: Deflexion del dlabe para diferentes casos de estudio.

Lapso de tiempo Momento Deflexion ~ Deflexion
de orientacién inducido por el sin efecto  conefecto Diferencia
de la géndola  efecto giroscopico giroscopico  girocopico

(m/s) (s) (Nm) (m) (m) (m)

Velocidad
del viento

1 1100 -0.0184844  0.00451
11 10 110 -0.0139676 -0.0144462  0.000478
20 55 -0.0142062  0.000238

6.3 Conclusiones

En este trabajo de tesis se determind el efecto del movimiento giroscopico del rotor
en la deflexion de los dlabes de un aerogenerador, se concluye que dicho efecto induce un
momento que provoca una deflexion alternante del dlabe fuera del plano del rotor, dicho
momento depende del lapso de tiempo de orientacion de la gondola, de forma general
se concluye que cuando menor es el lapso de tiempo de orientacién de la géndola ma-
yor es el momento inducido por tal efecto y por tanto se experimenta mayor deflexion,
tales momentos inducidos pueden llegar a causar una deflexion significativa en el dlabe
por tanto se incrementa el riesgo de colision con la torre. En el capitulo 2 se realiz6 el
disefio aerodindmico del dlabe de un aerogenerador de 10 kW de potencia empleando la
teoria del momentum del elemento del dlabe, se considerd un rotor éptimo con rotacién
de estela. Se presenté una metodologia explicita para realizar el disefio de dlabes para
aerogeneradores de eje horizontal.

En el capitulo 3 se realiz6 la determinacion de las deflexiones del dlabe disehado
considerando que éste presenta una variacion de cuerda y rigidez a lo largo de su eje
horizontal. Para tal determinacién se dividi6 el dlabe en 30 secciones y se empled una
formulacién de elementos finitos de viga. Para determinar dicha deflexion se empled una
matriz de rigidez isoparamétrica para deformaciones transversales y cargas aerodindmi-
cas, finalmente los resultados se validaron mediante un software comercial.

En el capitulo 4 se realizé el modelado cinemadtico del aerogenerador, para tal efecto se
empled el método de D-H con el cual se obtuvieron modelos matemadticos para determinar
la posicion de fa punta del dlabe, derivando tales funciones se obtuvieron tanto veloci-
dades lineal y aceleraciones lineales. Se model6 la velocidad angular del rotor edlico el
cual estd en funcién de la velocidad del viento y posteriormente se modelo la velocidad
angular de orientacion de la géndola el cual depende del lapso de tiempo de reorienta-
cion. Finalmente se determinaron las posiciones, velocidades y aceleraciones lineales de
los elementos del mecanismo en funcién de la velocidad del viento y lapso de tiempo de
reorientacion de la gondola.

En el capitulo 5 se realiz6 el modelado dindmico del aerogenerador en donde se deter-
mino el torque requerido para reorientar la géndola bajo las condiciones establecidas por
la cineméatica modelada previamente, para tal caso se empled la dindmica de Lagrange.
Enseguida, mediante las ecuaciones de movimiento de Newton-Euler se determinaron los
momentos inducidos en los eje principales de la raiz del alabe. Se analizaron tres casos
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de estudio, se analiz6 el caso mds general el cual considera que el rotor y gondola experi-
mentan aceleraciones angulares, por tanto los momentos inducidos en los ejes principales
se deben a fuerzas centrifugas, fuerzas giroscopicas y aceleraciones angulares. En el se-
gundo caso analizado se considerd que tanto el rotor y la gondola rotan a velocidades
angulares constantes, en este caso los momentos inducidos se deben solamente a fuerzas
centrifugas y giroscopicas, en el ultimo caso analizado se aislaron los momentos debido
a fuerzas giroscopicas. Finalmente se determiné la deflexion del dlabe considerando la
sumatoria de fuerzas aerodindmicas y fuerzas giroscOpicas para el caso cuando el rotor
experimenta una velocidad angular constante de 11 m /s y la géndola se reorienta a lapsos
de tiempos de 1s, 10s, 20s. Se concluye que el efecto giroscopico depende del tiempo
de orientacion de la géndola, a menor lapso de tiempo de orientacién de la géndola ma-
yor es el momento inducido que causa la deflexion del dlabe fuera del plano del rotor,
se concluye también que el momento giroscépico en la raiz del dlabe inducido varia a lo
largo de un ciclo de operacion del rotor presentindose valores maximos cuando el dlabe
es perpendicular a la fuerza inducida y durante los tiempos cuando el dlabe es paralelo a
la fuerza giroscopica los momentos en la raiz del dlabe es cero.
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Apéndice A

Teoria de vigas

Teoria de viga de Euler-Bernoulli

La cinemética del modelo de Euler-Bernoulli consiste en suponer las secciones trans-
versales de la viga son planas antes y durante la deformacion (secciones transversales son
rigidas) y la seccion transversal es ortogonal al eje longitudinal de la viga después de la
deformacion como se puede ver en la segmento de linea A” B” de la figura A.la.

La cinematica de la viga esta compuesta por dos movimientos rigidos, el primero es una
traslacion rigida v(x) de la seccidn transversal de la viga en direccién y pasando de AB a
A’ B’, posteriormente ocurre una rotacion rigida « en torno al eje z pasando de la posicion
A’B"a A” B”. Observe que debido a la rotacion de la seccidn transversal en torno al eje z
se presenta una deformacion Aw en la direccion x y un deformacién Av en la direccion z

A partir de la figura A.1, se observa que ocurre un desplazamiento axial Au del punto
A, y dado la diferencia entre las estados inicial y final de este punto tenemos

Au=z—Axr—x=—Ax (A.1)

Suponiendo que el punto A esta a una distancia y del eje z, el cual pasa por el centro
de gravedad de la seccidn transversal, la siguiente relacion es valida

tan a = yfzv - _yv—(z)v
(A2)
tan o = %
luego
Av  (Av)?
Donde
Av  Au(x)
= ==/ A4
Axr  y—Av A-D

Suponiendo que « es pequeiio, se tiene que Ax 'y Av también son pequefios, el término

Av)2 . ., . ..
% puede ser despreciado. Por tanto, la deformacion axial u(z) de la seccion transversal

x es dado por
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Figura A.1: a) Viga de Euler-Benoulli b) Seccién AB en detalles.

i Y . Av
ulw) = Jim [=yRe] = -y Jim (A5)

Aplicando la definicion de derivada se tiene que

dv(z)
dx

Para determinar la expresion para €, (x) se procede de la siguiente forma. Considere
una seccion de viga arbitrario u(x) antes de la deformacion. Debido a la flexién la seccion
transversal serd u(x + A, ) , ahora escribiendo lo anterior en términos de desplazamiento

_ dv(z) o dv(z+Az) c ez
transversal, tenemos que u(z) = —y=>= y u(z + A, = —y=-—="). La variacién de

deformacion axial especifica estara dada por

u(z) = —y (A.6)
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Ay _ulatA,) —u(m) _ (—y®EEe) —y L+ A,) —v(o)]
A, Py A, Y A,

(A7)
La deformacion especifica €,, dada y tomandose el limite cuando A, tiende a cero
tenemos

Av d d Av
_ ¢ 2Y oy . wvEtAe)—v(@)] | _ % ¢ =
cor = Jim, 35 = Jim { BRI} Tl 2T AB)

Siendo v(x + A,) — v(z) la variacion de la deformacién axial entre los estados defor-
mado y no deformado. Empleando la definicién de derivada tenemos

d dv(z) d*v(zx)
—y——(—y—7)=—y——;

dx dx dx

La teoria de viga de Euler-Bernoulli no considera el efecto de esfuerzos cortantes du-
rante la deflexion de la viga, en el caso de vigas cortas, el efecto de los esfuerzos cortantes

es significante. A medida que la relacién (L/h) disminuye, las secciones transversales de
la viga dejan de conservarse planas al experimentar la deformacion.

(A.9)

€xx —

La cinematica de la viga es similar a la viga de Euler-Bernoulli; esto es, que las seccio-
nes transversales de la viga son planas antes y durante la deformacién (se comporta como
un cuerpo rigido), sin embargo, las secciones transversales no son necesariamente per-
pendiculares al eje de la viga después de la deformacion (ver segmento A” B” de la figura
A.2a). La hipétesis de Timoshenko representa una mayor aproximacion a la deformacién
real de la seccion transversal en vigas de gran canto.

De forma andloga al modelo de Euler, la seccion transversal AB sufre un desplaza-
miento vertical rigido v(x) y una rotacion rigida a(z) en torno al eje z pasando por la
posicion intermedia A’B’ como se muestra en la figura A.2b. Como la viga de Timos-
henko considera las deformaciones cortantes, se tiene una deformacién (x) (el cual se
asume que es constante en el rea de la seccidn transversal) haciendo que la seccion trans-
versal AB llegue a la posicion final A” B”

En la préctica, la deformacién cortante 5(z) no es constante en la seccion transversal,
por que serd necesario aplicar una correccion para efectos cortantes conocido como factor
de cizallamiento.

Teoria de viga de Timoshenko

La teoria de viga de Timoshenko considera que las secciones transversales permane-
cen planas. Asi mismo sufren de una deformacién cortante 3(z)que es constante en toda
la seccidn transversal x, posteriormente se corrigue esta hipotesis mediante un factor de
cizallamiento.

A partir de la figura A.2b se verifica que

sinf, — P_—gﬁ (A.10)

82



B
|
0]
A X
(a)
-_I‘rl_,-"
B r ez I T
H/\E’;_f- B y (%)
P Yy —Vix) y
]
kY X)
| \ - v
.’A'. A X
A
(b)

Figura A.2: a) viga de Timoshenko. b) seccién transversal.

Se observa que PB” = PB’ = y , ocurriendo apenas deformacion la seccion trans-
versal presenta variacion insignificante de su tamafio,por lo tanto

u(r) = —ysind,(x) (A.11)

Considerando pequeiias deformaciones, 6, (x) es muy pequefo(deflexiones pequenas),
entonces se puede considerar sinf,(x) = 6,(x), reexpresando (A.11) resulta en

u(r) = yb.(r) = —yla(z) + H(x)] (A.12)

siendo 6, () la rotacion total de la seccidn transversal, a(z) = di’l—(f) una rotacién debi-

da ala flexion de la viga y 5() una rotacion debida al cizallamiento. Luego la cinemadtica
de la viga de Timoshenko en forma matricial es

us () —y0.(x)
Ulx) = |ug(x)| = | v(z) (A.13)
usz(x) 0

83



Deformacion de la viga

En el modelo de vigas de Timoshenko se considera componentes de deformacion axial
€22 () y deformacion angular v, (z).

Para determinar ¢,,(x) basta considerar nuevamente la figura A.1b y la variacién es-

pecifica % de deformacion axial u(x) de la viga entre las secciones ABy C'D y luego la
deformacion especifica €., () es obtenida a partir de

u(z + A,) — u(x)

€re(T) = Alirgo A (A.14)
Sustituyendo a (A.12) tenemos que
Y —yb.(z + Ay) — (—yb:(v)) _ .0+ Ay) — (0.(x))
Cax () = Alglgrgo A, B yAlirgo A, A-15)
Aplicando la definicién de derivada, a (A.15) se convierte en
df,(x)
= — A.16
€ (2) = —y— (A.16)

Las deformaciones angular de la seccidn transversal x se derivan a continuacion. Con-
sidere un elemento diferencial de viga mostrado en la figura A.3 donde se representa los
estados antes y después de la deformacion, donde se observa que

Au
Av
— = A.l
tan3, Aa (A.18)

(A.19)

L

Au

(a) (b)

Figura A.3: a) Antes de la deformacién. b) Despues de la deformacion.

Considerando pequeiias deformaciones Au — 0y Av — 0, tenemos que 3; y (2
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también son pequefos por tanto tan () ~ 1y tan(fs) ~ 52 y luego

Bi(z) = AlffiloA_y =4 (A.20)
B Av  dv(x)
Pal) = JIm Ko = (8.21)

La deformacién debido a esfuerzos cortantes se denota como 7, (z) e indica la defor-
macioén del plano z en la direccién y, se define como

Vay(7) = Bi(w) + Por) = dl;f) + dz(;c) (A.22)

Sustituyendo a (A.13) en (A.22), tenemos

dv(z)
dz

Yoy () = 0,(z) + (A.23)

En forma matricial resulta en

HRI LRl st e

En el caso de movimientos rigidos, los componentes de deformacién son nulas, por
tanto

€x(r) = —y———==0 (A.25)
)

Toy(2) = 0,(z) + =0 (A.26)

Observando la expresion (A.25), se concluye que 6,(z) = 6, es constante en toda la
seccion z, por tanto un movimiento rigido corresponde a una rotacién constante en torno
al eje z

Energia de deformacion

La energia de deformacion permite relacionar los componentes de deformacion es-
pecifica €,,(z) y deformacion angular ~,,(x) con los componentes de esfuerzo normal
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0.:(x) y esfuerzo cortante (7,,(z)), las cuales representan las fuerzas internas en las di-
recciones x y y respectivamente, el modelo de la energia interna puede ser encontrada
en [22] y esta dada por

U, = — /V[am(x)em(x) + Ty (2) Yy (x)]dV (A.27)

Sustituyendo las componentes de deformacion y descomponiendo la integral de volu-
men en términos del area de la seccidn transversal se tiene que

L L
o= [ 1 Fuoetd] T [ [y mteaa) 0.+ S
0 x 0 dz
(A.28)
Reconociendo que los términos en corchetes representan el momento flector M, (z)
en la direccién z y la cortante V,(x) en direccién y [22], como se puede apreciar en la
figura se tiene

M,(z) = —/Aam(x)ydA (A.29)

V,(z) = —/ Toy(2)dA (A.30)
A

De esta manera, la energia interna se expresa como

Ui:—/o Mz(x)%ff)d:c—i—/o Vy(a:)dz(xx)dx—/o V()0 (x)dr  (A3D)

Integrando por partes las dos primeras expresiones tenemos

Ui = — [y 280, (2)de — M.(2)0.(0)[§ — fy L0 (w)dz + V, (x)o(@)[§
_ [ Vy(2)0.(2)dx
(A.32)

Reexpresando la expresion anterior, se obtiene

Ui = fOL [dﬂflz:c(x) o V;/(JJ)} 0.(x)dzx + fOL [%U(m)dm] (A.33)
+  [=ML(L)0-(L) + M.(0)0-(0)] + [Vy(L)vy (L) + V;,(0)v,(0)]

El primer término es equivalente a una densidad de momento flector M, (z), en la
direccion z, o sea un momento flector distribuido por unidad de longitud. El segundo
término representa una densidad de fuerza transversal, en otros términos, una distri-
bucién de fuerza cortante V,(z) en la direccién de y por unidad de longitud de la vi-
ga. Posteriormente, tenemos los momentos flectores (M, (L)yM.,(0)) y fuerzas cortantes
(V,,(L)yV,(0)) concentradas en las extremidades de la viga. Estos esfuerzos internos estan
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ilustrados en la figura A.4

dVy(x
dx

]

] ///////MM

dMz(x)—Vy(x)
dx

Figura A.4: Representacion de esfuerzos internos en la viga.

El principio de trabajo virtual establece que la viga estd en equilibrio en su configu-
racion deformada, por tanto, la suma del trabajo de fuerzas internas y externas estdn en
equilibrio, entonces

U+U;=0 (A.34)

Sustituyendo la expresion A.33 en (A.34)

dx

U, + foL [sz(x) o Vy(x)] 0.(x)dx + fL [dVy o(z )d.ﬁE]
+ [=ML(L)0-(L) + M.(0)0:(0)] + [Vy(L)vy(L) + Vy(0)v,(0)] =0

(A.35)

Donde U, es un conjunto de esfuerzos externos compatible con la cinemaética de la vi-
ga y que equilibra los esfuerzos internos. Para determinar U., el cual equilibra las fuerzas
internas, basta con analizar (A.35). Para cada término de esfuerzo interno debe existir un
esfuerzo externo correspondiente de tal forma que lo equilibre.

Para este caso, para equilibrar la energia interna del momento flector distribuido

dx

fo [dMZ -V (x)] 6. (x)dx debe existir una distribucion de energia externa que lo equi-
libre fo m.(x)0,(x)dx. De igual forma para equilibrar la energia interna fo [dVyx v(x )dx}
debe existir debe existir una carga distribuida transversal de tal forma que que la potencia
externa fOL q(z)v(z)dz. Finalmente, los momentos puros My y My y las fuerzas trans-
versales externas deben estar presentes para equilibrar los momentos flectores y fuerzas

cortantes en los extremos de las vigas. A partir del anélisis anterior tenemos tenemos que
la energia externa es

/ m, ()0, (z)dx + /L q(z)v(z)dx + Mob, (L) + Mob,(0) + Viv(L) + Vv (0)

(A.36)
Sustituyendo (A.35) tenemos

i [ 22—, () 4 ()] 0 (@ + [958 4 g(a)] (o)
+ [ M.(L) + Mp] 6.(L) + [M.(0) + Mo] 6.(0) + [vy(L) + V] o (L) (A3D)
+[V4(0) + Vo] v, (0) =0




Dado que el principio de trabajo virtual establece que la viga esta en equilibrio en su
estado deformado, entonces, los términos que estdn entre corchetes estidn en equilibrio,
esto es

d]‘é_zx(l“) V(@) £ ma(z) =0 ze(0,L) (A.38)
W) | gy =0 ze0.0) (A39)
V,(0)=Vy a=0 (A.40)

V(L) = -V, a—L (A1)

M.(0)=-My =0 (A.42)

MJL)=M, z=1L (A.43)

(A.44)

La ley de Hooke para un material elastico lineal isotrépico establece que el esfuerzo
normal o, esta relacionada con la deformacién ¢,, mediante el médulo de elasticidad
E(x). A si mismo, el esfuerzo cortante 7, (z) estd relacionada con la deformacion angular
Vay(x) a través del médulo de elasticidad transversal G(x) de la seccion.

02(x) = E(x)érs (A.45)
Tay(2) = G(2)72y(7) (A.46)

Sustituyendo los componentes de deformacion de las relaciones anteriores, tenemos
que

B df,(x)
o = Ex)y T (A47)
(1) = G(z) [djg) - GZ(x)} (A.43)
Sustituyendo la expresion (A.45) en (A.29), resulta en
B df,(x) 294 df,(x)
M. (x) = B(r) =2, /A YA = B(@)L(r) =2 (A.49)

Siendo I.(x) = [, y*dA el momento de inercia de drea de la seccién transversal en
relacion al eje z del sistema d referencia.

A partir de la expresion anterior se obtiene la siguiente relacion para la derivada de 6,

do.(r)  M.(x)
i Bla)L() (A.50)
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El cual sustituida en (A.48) resulta en

luego se concluye que el esfuerzo normal varia linealmente en la seccion transversal de
una viga, tanto de Euler-Bernoulli como tambien de Timoshenko. Andlogamente

Viw) =~ [ 6a) [0 0] 1A= o) [ — 0] [ A= [22 - 0] Go)Aw)
(A.52)
Donde A(z) es el area de la seccion transversal z, de la cinematica de la viga de Timos-

henko se observa que — [dZ—(;) — 02] = (B(z), sustituyendo en la expresion anterior resulta
en

Vy(z) = G(x)A(z)B(x) (A.53)

a partir de ésta relacion se tiene,

f(x) = =——— (A.54)

El cual sustituido en (A.48) podemos encontrar una funcion de deformacién cortante en
funcidn del esfuerzo cortante. De este modelo se puede observar que el esfuerzo cortante
debe ser constante en la seccién transversal especialmente 7,, # 0 el esfuerzo cortante
debe ser diferente a cero en la superficie superior e inferior de la viga que se contrapone
con la realidad. En realidad la superficie inferior y superior de la viga es cero 7,, = 0 por
lo tanto el modelo de esfuerzo cortante de la viga de Timoshenko no es exacta debido a las
consideraciones realizadas, por tanto, se debe agrega un factor adimensional de correccion
a los esfuerzos cortante K. [21]. La definiciéon mds cominmente aceptada es que /. es
la relacién entre la deformacion cortante media GVy(x) y la deformacién real v, (z), por

(z)A(z)
tanto V() )
Ko=) = (A.55)
G (2) A(x) Yoy
Luego aplicando esta correccidn a la expresion (A.53) , resulta en
V(1) = K.G(2) A(2) B(@) oy ) = — 22 (A.56)
Y ¢ Y K. A(x) '

Sustituyendo las ecuaciones A.49 y A.53 en las ecuaciones diferenciales A.38 y A.39
tenemos

% {E (x)[z(x)deéf)} + K A(x)G(x) {dg(;) — 92(:1;)} +m.(x) (A.57)
4 [ka@ee) {5 0.0} ~a0) @59

Las expresiones anteriores constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales que estan
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acopladas por el término K A(x)G(x) {dZ—(;) -0, (x)} que aparece en ambas ecuaciones.
Cosiderando que el momento distribuido es cero m, = 0y las propiedades del material
en la seccion transversal son constantes F(zx) = E,I.(z) = [LA(z) = A, G(z) = G,
entonces se tiene que

dQQZ(x) v(x
BLE=Z2 4 KAG (42— 0.(2)) =0 (A.59)
KAG (42— 9.(x)) - a(z) = 0 (A.60)

El sistema de ecuaciones diferenciales puede ser escrito como dos ecuaciones indepen-
dientes

Z v(x) do.(z) \ _
BL=—E5 + K AG (20— 4) — (A.61)
2 dgg (l‘)
d?v(zx) do,(z) \ _ z
K.AG ( ulz) _ d_> = —BL—% (A.62)
Sustituyendo las dos expresiones en (A.59) se obtiene
g1, = L0 () (A.63)
.= x .
dx3 ¢
diferenciando dos veces a (A.60) en términos de v(z)
d*q(x)
d*v(z 30, (z q _
K.AG ( luiz) _ 420 >> - =0 (A.64)
Introduciendo % = —qE(—Q, tenemos que
K.GA d*q(x)
div(@) ) 4 Der Aoy AT
K.AG ( it ) g ale) = T =0 (A.65)
Multiplicando la expresion anterior por el factor KE éz > obtenemos la expresion final que

relaciona la deflexion v () con las cargas transversales ¢(x), para una viga de Timoshenko

d4v(m)+ EI. d*q(x)

EI,
dx? K.GA dz?

+q(z) =0 (A.66)
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Apéndice B

Propiedades del alabe

Tabla B.1: Propiedades seccionales y geometria del 4labe.

Geometria Propiedades seccionales
Radio Cuerda Torsién EA Ely Elz GJ
(m) (m) ©) (Nm?®)  (Nm?)  (Nm?)  (Nm?)

0.563834 0.270036  10.6054 77119600 350582 28273.2 142427
0.651131 0.263376  10.1378 72596300 314100 25341.5 127610
0.738429 0.256716  9.67025 68541000 284345 22961.8 115529
0.825726  0.250055  9.20266 64261300 253145 20451 102855
0.913023 0.243395  8.73508 60110100 224554 18150.1 91242.2
1.00032  0.236735  8.26749 56382400 201396 16289.4 81836.7
1.08762  0.230074  7.79991 51808700 175021 9454.47 69351.7
1.17492  0.223414  7.33232 48118400 153527 8304.31 60838.7
1.26221  0.216753  6.86474 44799700 136234 7381.46 53990.9
1.34951 0.210093  6.39715 41355800 118414 64249 46932
1.43681 0.203433  5.92957 38037900 102380 5562.6 40579.9
1.5241 0.196772  5.46198 35059800 89563  4875.06 35503
1.6114  0.190112 4.9944 31976300 76524.9 4171.52 30337
1.6987  0.183451  4.52681 29032900 64936.2 3545.38 25744.9
1.786 0.176791  4.05922 26387100 55757.4 3049.77 22108
1.87329  0.170131  3.59164 23686400 46590.8 2552.09 18474.8
1.96059  0.16347 3.12405 21103400 38541.7 2114.88 15284.4
2.04789  0.15681 2.65647 18796600 32258.6 1772.52 12793.7
2.13519 0.150149  2.18888 16461700 26103.1 1436.37 10353.2
222248  0.143489 1.7213 14255000 20834.5 1147.24 8263.8
2.30978  0.136829  1.25371 12279800 16760.4 923.33  6648.02
2.39708  0.130168  0.786127 10317000 12912.9 710.752 5121.69
248437 0.123508 0.318541 8555890 9961.66 547.689 3950.88
2.57167 0.116847 -0.149044 6832860 7254.93 397.562 2876.88
2.65897 0.110187  -0.61663 5229390 5048.33 275.329 2001.38
274627  0.103527  -1.08422 3786110 3381.35 183.153 1340.04
2.83356  0.0968662  -1.5518 2392100 1915.66 104.33  759.395
2.92086 0.0902058 -2.01939 1117180  782.778 44.1724 310.884
3.00816 0.0835454 -2.48697 1042330 634.909 35.7489 252.127
3.09546  0.076885  -2.95456 957009  489.703 27.3983 194.399
3.18275 0.0702246 -3.42214 868652  366.651 20.3992 145.508
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Apéndice C
Analisis de posicion con el método de

Denavit-Hartenberg

Para definir posicion y orientacién del 6rgano terminal (OT) a través de eslabones
intermedios se hace uso de transformaciones afines (Angeles [26]) que consiste en trasla-
ciones de puntos coordenados y rotaciones de ejes coordenados.

El método de Denavit-Hartemberg [25], emplea ecuaciones de cerradura para realizar
las transformaciones afines [24]. Se basa en las siguientes consideraciones para definir los
ejes unitarios en cada uno de los eslabones (ver figura C.1 [24]).

Z; : Esel eje del par que conecta los eslabones 7 e 7 + 1. Se elige como:
a) el eje de rotacidn si el par asociado es rotatorio (R).
b) la direccion de traslacion si el par asociado es prismatico (P).

X, :Eslaperpendicular comin a Z; |y Z; dirigidade Z;, | a Z,.
Y; : Completa el sistema coordenado dextrogiro del i-ésimo eslabon.

La posicion relativa de dos eslabones adyacentes estd definida por los siguientes parame-
tros:

d; : Es la distancia entre los ejes Z; y Z;, 1, siempre positiva y medida sobre X, .
« : Esel dngulo entre Z; y Z; 1, medida en la direccion positiva de X, .
Ademas se tienen las siguientes variables:

b; : Es la distancia correspondiente a la coordenada Z; hasta la interseccidn de los ejes
Xi11y Z;. Es constante si el par es de rotacion y variable si el par es prismético.

0; : Es el angulo entre los ejes X; y X1, medido en la direccidon positiva de Z;, es
constante cuando el par es prismatico y variable si el par es de rotacion.
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Figura C.1: Parametros y variables que definen una cadena cinematica.

La matriz [(); ;+1]; denota una rotacion que lleva el sistema coordenado (X;,Y;, Z;) a
coincidir con el sistema (X1, Y;+1, Z;+1)- El subindice del paréntesis rectangular indica
que esta matriz estd representada en el sistema (X, Y;, Z;). Esta matriz se obtiene median-
te la composicion de dos rotaciones, una de un dngulo 6; alrededor de Z;, que transforma
X;,Y; en X], Y/, respectivamente, seguida de un angulo «; alrededor de X [26]. Asi se
obtiene:

cd; —s6; 0 |1 O 0 cd; —sb;co; sO;s04
Qiit1], = [s0; b 0| [0 coy —soy| = |s0; cbicoy —cbisoy (C.1)
0 0 1{ 10 sa; coy 0 sy coy;

donde c denota el coseno y s denota seno; el vector de traslacion se forma como:

[asir1]i = [0:0i]i + [Qi,i+1]i[0;0i11]i11 (C.2)
con
[0,07)i = [0,0,b]" (C.3)
54 T
[0;0i11]it1 = [d;, 0,0] (C.4)
obteniéndose
0 Cei 86@ 0 dz dZCQZ
[am+1], = 10| + S@i 091 0 0] = diS i (CS)
b; 0 0 1 0 b;

que es la expresion para el vector que une los origenes de los sistemas 7 € 7 + 1.
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